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Introduzione

Questa dispensa contiene parte del materiale svolto, nell’a.a. 2005/06, nel corso
di Complementi di Matematiche per le Lauree Magistrali di area chimica, presso
la Facolta di Scienze M.F.N. dell’Universita degli Studi di Milano.
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INTRODUZIONE



Parte 1

Equazioni differenziali






Capitolo 1

Richiami sulle serie

1.1 Serie numeriche

Il concetto di serie numerica serve a formalizzare e a dare senso, quando possi-
bile, alla locuzione: somma di infiniti numeri.
In certi casi questa ha un significato intuitivo evidente:

N|—
(=
oo|—
—

Sl=

Ogni segmento copre meta di quel che resta, dopo la somma dei segmenti
precedenti, per arrivare a coprire l'intervallo (0, 2):
Sciveremo allora:

io L U I
~\2) 2 4 8 16

Piu in generale diamo la seguente:

Definizione 1 Se {a,} ¢é una successione di numeri reali (o complessi) da
sommare, costrutamo la sequente successione ausiliaria, detta successione delle
somme parziali:

So = ao,

$1 = ao+tam,

S2 = ap+ai+ay,

Sn = aotaitaz+--+an,
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Diremo che la serie degli a,, converge, diverge o € irregolare rispettivamente se
converge, diverge o € irregolare la successione degli s,,. In particolare se questa
converge a un limite s, questo ¢ detto somma della serie. Quindi:

—+o0
s = ,;) an equivale a s = ngrfoo Sn
Esempio 2 Serie geometrica
00 1
Zq"zi Vg: —-1<g<+1
l—gq
n=0
(Che per q = % da Uesempio iniziale) Infatti:
1 _ qn+1
Sp = 14+14+14---+1=n+1 qg=1
quindi:
) 1
nEIJIrloo Sp = T4 se lg] <1

mentre il limite non esiste o & infinito per |q| > 1.

o . . 7 (oo} hY .
Condizione necessaria affinché Z::o a, converga e che la successione del
termine generale {a,} abbia limite zero.
La condizione non & pero sufficiente, come mostra il seguente:

Esempio 3 Serie armonica

=1 1
Z — diwverge anche se lim — =0
n

n—-+oo N
n=1

Scriviamo infatti i primi termini della serie opportunamente associati:

T T o T T i S It
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

1l contenuto di ogni coppia di parentesi ¢ maggiore di % (per esempio la terza
contiene 4 addendi, ciascuno maggiore o uguale a %, che é il piu piccolo dei
quattro).

Ragionando su questo schema si ricava

1 1 1
S2 2> -, 5422'57 5823‘5 51624'5 Sgk 2>

DN | =
N | T

quindi la sottosuccessione sy — +00 ed essendo s, monotona crescente, an-
ch’essa tende all’infinito e quindi la serie data diverge.

1

)+
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1.2 Criteri di convergenza
Non esiste una condizione necessaria e sufficiente per la convergenza di una serie

che sia di utilita pratica e si adatti a qualunque caso. Esistono pero alcuni criteri
semplici, utili in condizioni particolari.

1.2.1 Serie a termini positivi

—+oo +oo
Solo per Z an € Z bn,cona, >0 b, >0 Vn, valgono iseguenti criteri:
n=1 n=1
Criterio del confronto Sia 0<a, <b, Vn.
+00 too
Se Z b, converge, allora anche Z an converge;
n=1 n=1
+oo +oo
Se Z a, diverge allora anche Z b, diverge.
n=1 n=1

Criterio dell’asintotico Sia a, ~b, per n — +oo. Allora le due serie
hanno lo stesso carattere (cioé o convergono entrambi o divergono entrambi).

Criterio della radice Se esiste lim /a, = A

n—-+oo
Se A < 1 la serie converge

Se A > 1 la serie diverge
Se A = 1 il criterio non da nessuna informazione.

a
Criterio del rapporto Se esiste lim ntl )
n—-+4oo Ap

valgono le stesse conclusioni del criterio precedente.

Esempio 4
=1 1 1 =
— diverge e — < ———. Allora anche diverge.
Z n g n  n—yn Z n—+n g
n=2 n=2
Esempio 5
+oo 1 1 +oo 1
nz:; -~ diverge e o poary s Allora anchenz::z P B AT diverge.
00 gn
Esempio 6 Z —  converge per il criterio della radice. Infatti:
n
n=1
a2 2
YVa, = ﬁzﬁ—)o per n — +o00
00 on
Esempio 7 Z —  converge per il criterio del rapporto. Infatti:
n!
n=1
Gni1 ontl  pl 2

= — = — 0 er n 00
an  (mtDl2n  npr1 - P -t



6 CAPITOLO 1. RICHIAMI SULLE SERIE

Criterio del confronto con un integrale improprio
Sia f(z) continua e monotona decrescente su [1, +00) e lirJIrl f(z) = 0t al-
n—-—1+0oo

“+oo “+o00
lora Z f(n) halo stesso carattere (convergente o divergente) di / f(z)dx
1

n=1

f()

f(n)

o 1 =2 3 a s > n n-+1

Giustificazione intuitiva. I termini della serie danno le altezze dei ret-
tangolini in figura, ma esse sono uguali alle loro aree, perché le basi sono tutte
unitarie. La serie da percio il valore dell’area della regione a gradini che sara
finita (serie convergente) o infinita (serie divergente) a seconda che lo sia Parea
della regione sottesa al grafico di f(x), cioé a seconda che sia convergente o
divergente I'integrale improprio.

1
Esempio 8 La funzione f(x) = — ha le proprieta richieste (per o > 0).
JZO‘

logz]i™® = +o0 per a =1 (diverge)
/+OO idm _ +o0 per a <1 (diverge)
1 x© [L $1—a}+°° _
-« 1 1
. per a > 1 (converge)
o —

Applicando il criterio di confronto serie-integrale ricaviamo che:
+o00

Z —  diverge (¢ il caso a = 1), e piu in generale:
n

n=1
+oo

1
g —  converge se e solo se a > 1
n

n=1

+oo
Esempio 9 Z
n=2

diverge. Infatti:
n logn

“+o0
1
/ dr = [loglogz];™ = +oo
9 x logx
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1.2.2 Serie a termini non di segno costante

Per serie a termini di segno qualsiasi diciamo che:

+o00 too
La E a, converge assolutamente se converge E |an| (la serie dei valori
n=1 n=1

assoluti dei termini della serie di partenza). Vale il:
Criterio della convergenza assoluta. Se una serie converge assoluta-
mente allora converge anche in senso ordinario, in formule:

—+o0 +oo
E lan| convergente = g a, convergente
n=1 n=1

Non & vero il viceversa

Esempio 10 Consideriamo la serie:
1 1 1 1 1 1 1 1

1 -4+ - - - - ==
4+9 16 25+36 49 64 81+
+o0 foo
La serie dei moduli ¢ semplicemente Z:l 3 che converge perché del tipo Z:l o

con a > 1 (vedi criterio del confronto con un integrale improprio). Quindi la
serie di partenza converge assolutamente (per definizione) e quindi anche in
senso ordinario (per il criterio della convergenza assoluta,).

—+oo
Esempio 11 La serie E (=1)"= converge per un criterio che enunciamo qui
n

n=1

+oo
di sequito, ma la sua serie dei moduli e E — che sappiamo essere divergente.
n
n=1
Quindi la convergenza in senso ordinario non implica quella assoluta.
Criterio di Leibnitz per serie a termini di segno alternato
Data una serie del tipo

+oo

g (=)™ ap, con ap, >0 Vn

n=1
se a,, — 07 monotonamente, allora la serie converge. Inoltre la differenza fra la
somma parziale n-esima e quella totale & inferiore in modulo ad a, 1.

“+o0
1
Esempio 12 g (—1)"—' e convergente per questo criterio. Vedremo come
n!
n=0

consequenza delle formule di Taylor che la sua somma & +. Allora, sempre per

€
questo criterio,

1 <1_ 1
% 6~ 720
essendo S5 = 1—1—|—%—%+2fl4—ﬁ = é—é = 0.36
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1.3 Serie di funzioni

Se il termine generale di una serie dipende da una variabile t €e R (o t € C)
(oltre che dall’indice intero n), allora si parla di serie di funzioni:

—+oo

Z an(t)

n=0

Si assume che le funzioni a, (¢) abbiano tutte un dominio comune D.
—+oo
L’insieme S dei valori ¢ € D tali che la serie di numeri E an(t) & convergente
n=0
con somma s(¢) dicesi insieme di convergenza della serie (e pud anche essere
vuoto o comunque essere contenuto propriamente in D). Esso ¢ Uinsieme di
definizione della funzione somma della serie:

+oo

s(t) = Y an(t) vteS

n=0

Esempio 13 Serie geometrica (vedi primo paragrafo del capitolo, dove abbiamo
usato la lettera q invece di t per indicare la variabile indipendente):

+oo 1
o= — Vi —l<t< 4l
1—-1t
n=0
I termini della serie sono le funzioni t™ sempre definite, quindi il dominio D e
uguale a tutto R (o C), mentre insieme di convergenza S é ’intervallo (-1,1)
(o il disco aperto di centro nell’origine e raggio 1 se pensiamo a t complessi).

In generale NON é& vero che:
S sia un intervallo,
s(t) sia continua se ogni a,(t) & continua,
s(t) sia derivabile se ogni a,(t) & derivabile,
che la derivata della somma (quando esiste) sia la serie delle derivate,
lo stesso per integrali indefiniti o definiti.

Nell’esempio qui sopra queste cose sono vere, ma si tratta di un caso parti-
colare, nel quale le funzioni da sommare sono potenze a esponente intero della
variabile ¢. Piu in generale, nel caso:

an(t) = an - (t—1t)" a, costanti

si parla di serie di potenzel, e le proprieta , appena negate nel caso generale,
tornano a valere per questo importante tipo di serie.

1Si noti il diverso significato delle (): a sinistra del segno di = denotano dipendenza
della funzione an, da t, a destra definiscoano questa dipendenza racchiudendo un fattore da
moltiplicare per la costante a,,
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1.4 Serie di potenze

Come anticipato nel paragrafo precedente una serie di funzioni del tipo:

“+oo —+oo
> an(t) = an - (t—to)"
n=0 n=0

dicesi serie di potenze. Il punto ¢y dicesi centro della serie.

Senza perdere di generalita ci limiteremo spesso al caso ty = 0: :i% an t"
L’ambiente pit naturale per studiare le serie di potenze ¢ il campo complesso,
ma ci limiteremo al caso t,tg, a, € R.

Enunciamo senza dimostrazione le seguenti proprieta :

e L’insieme di convergenza di una s.d.p. o si riduce al punto tg, oppure &
tutta la retta reale, oppure ¢ un intervallo del tipo:

I = (to—?}to-f—?”)

per un certo r > 0. I dicesi intervallo di convergenza e r raggio di convergenza.
Per esempio, I'insieme di convergenza non puo essere I'unione di due intervalli
disgiunti, come puo capitare per il dominio di una funzione qualsiasi.

e Nei punti estremi to = r di I la serie pud convergere o divergere (nulla si
puo dire in generale)

e Una s.d.p. converge non solo in senso ordinario, ma anche assolutamente
su tutto il suo intervallo di convergenza I (ricordiamo che cid non & vero in
generale nemmeno per serie numeriche)

e Uns.d.p. diverge (in senso ordinario e assolutamente) fuori della chiusura
di I, cioe fuori di [tg — 7, to + 7]

+o00
Esempio 14 Z t"  converge su (—1,1), ma non nei punti +1
n=0

+o0o
Esempio 15 Z —t"  converge su [—1,41) (int = —1 converge per il crite-
n
n=1
rio di Leibnitz, in t = 1 diverge perché ¢ la serie armonica)

—+o0
Esempio 16 Z — t"  converge su [-1,+1] (int =1 lo abbiamo visto me-
n
n=1
diante confronto con un integrale improprio; di consequenza in t = —1 converge

assolutamente e quindi anche in senso ordinario)

+o00
Esempio 17 Z — t"  converge Vt € R alla somma €' (quindi r = +o00)
n!

n=0
“+o0

Esempio 18 Z n!t"™  diverge ovunque, salvo che pert = 0.
n=0

Nei primi tre esempi abbiamo discusso la convergenza nei punti estremi dell’in-
tervallo I. Per determinare I servirsi del criterio del rapporto.
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1.4.1 Funzioni analitiche

La funzione somma di una serie di potenze convergente su un certo intervallo
dicesi funzione analitica o rappresentabile in serie di potenze.
Sia dunque s(t) una tale funzione:

+o0
s(t) =D an- (t—to)" Vte (tg—rto+71), >0
n=0

Enunciamo senza dimostrazione i seguenti teoremi:

Teorema 19 (Integrabilita termine a termine)
Una s(t) analitica é continua sul suo insieme di definizione I e, Va € I:

T +oo T +oo
/ s(t)dt = Z/ an - (t—to)"dt =Y a"l(ac—to)"+1
to n=0"to n=0 n+

In parole: lintegrale definito di s(t) su ogni intervallo chiuso strettamente
contenuto in I € la serie degli integrali dei singoli termini, e, come conseguenza:
una primitiva della serie é (a meno di una costante) la serie di primitive.

Teorema 20 (Derivabilita termine a termine)
Una s(t) analitica & derivabile sul suo insieme di definizione I e, Vt € I:

—+o0
S(t) =Y nan-(t—t)""
n=1

la derivata della serie € la serie delle derivate.
Notiamo esplicitamente che il raggio di convergenza si mantiene sia per la serie
delle primitive che per quella delle derivate.

Esempio 21 Dallo studio della serie geometrica sappiamo che:

1 =
Vt S (—1, 1) ﬁ == Z tn
n=0
Sostituendo t con —t:
1 =
vte (—1,1 — = -1
(-1,1) eI
Integrando termine a termine:
z 1 +0o g +oo Zntl
log(1 = —dt = )"t dt = -n"
osi o) = [ =3 [ I

Che ci da una espressione in serie di potenze dilog(1+x) valida per x € (—1,1).
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1.4.2 Serie di Taylor e funzioni analitiche

Se s(t) ¢ una funzione analitica, cioe se:

+oo
s(t) =D an - (t—to)" Vte (to—rto+r), >0
n=0
derivando successivamente e valutando le derivate in tg:
+oo
s'(t) = Z nap - (t—to)" " s'(to) = a1
n=1
“+o0
$'(t) =Y n(n—1)an-(t—to)" > " (to) = 2as
n=2
400
s"t) = Z n(n—1)(n—2)ay, - (t —to)" s"(tg) = 3 2a3
n=3
—+o0
sB(t) =D nn—1)...(n—k+1)an-(t—t)" " s®) (o) = klay
n=k

Infatti, valutando quest’ultima serie per t = tg, solo il primo termine (quello
per n = k e diverso da zero e uguale a:

E(k—1)...(k—k+1)ay(t —to)" % = klay

mentre quelli per n > k contengono il fattore (¢ — ¢o)" % che si annulla per
t = tg, e percio si annullano anch’essi.
Quindi la funzione analitica s(t) si pud riscrivere come:

+oo S(n) s
st) =3 n(,t") (= to)" = s(to) + 5 (o) (t — to) + éfo)(t—to)2+...
2 .

(0)

s\ (8 s(t

(per convenzione s(%)(t) = s(t) e 0! = 1, quindi % = (10) =ap)
In base a quanto visto possiamo concludere che una funzione analitica &

sviluppabile in serie di Taylor con centro in ¢ = tg e il suo sviluppo in serie di

potenze coincide con quello in serie di Taylor e quindi € unico.

Osservazione 22 Non ¢é vero in generale, anche se capita spesso, che una fun-

zione f(t) derivabile infinite volte in un punto ty sia sviluppabile in serie di

Taylor (e quindi di potenze) con centro in ty e raggio di convergenza r > 0.
Per esempio si puo dimostrare che la funzione

r) =ew(~) w120 70) =0

ha derivate di ogni ordine tutte nulle in t = 0, e quindi la sua serie di Taylor
ha temini tutti nulli e converge alla funzione identicamente nulla, che coincide
con la f data solo pert =0.
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1.4.3 Sviluppabilita in serie di Taylor

Se una funzione f(t) ha derivate di ogni ordine in ¢ = ¢y, vale la formula di
Taylor:

"oofk)
£ = TN sy
k=0
Le sommatorie che compaiono nella formula non sono altro che i polinomi di
Taylor della funzione, nonché somme parziali n-esima della sua serie di Taylor.

La funzione & sviluppabile in serie di Taylor se e solo se le somme parziali
n-esime convergono, per n — 00, e convergono proprio alla funzione stessa?.
Questo avra luogo se e solo se F,(t) - 0 pern — +oo, Vi€ (to—r,to+T)

Ricordiamo che con varie maggiorazioni del resto, scritto, per esempio, nella
forma di Lagrange, si riesce a dimostrare la convergenza a zero del resto stesso,
e quindi la sviluppabilita in serie, per le funzioni elementari. Per esempio:

+00 i p t2 t3 tn
to_ A B T T
e _;n! =+ttt ot
too 2n41 3 5 7
t t t t
int = 1) =t — + = — =+ ...
St 7;( )(2n+1)! st T
+oo 2n 2 4 6
n t t t t

Questi sviluppi in serie convergono per V¢ € R.

In altri casi certe funzioni sono sviluppabili in serie, con centro in un da-
to punto, e lo sviluppo converge solo in un intervallo strettamenete contenuto
nell’insieme di definizione della funzione.

Per esempio i seguenti sviluppi sono validi solo per t € (—1,1):

“+o0
1
— = = Lt At L
- nz:% APt
too g+l 12 3 s 46 T
og140) = 3 (" g St gt gty gyt
n=0
= 2n+1 3 45 47
T Bt
arctant:Z(—l)”2n+l:x—§+g—7+,_,
n=0

Se le funzioni elementari sono esprimibili in serie di potenze, ricordiamo tut-
tavia che non tutte le funzioni esprimibili in serie di potenze sono elementari
o esprimibili in termini finiti tramite queste. La considerazione delle funzioni
analitiche allarga quindi la classe di funzioni a nostra disposizione.

2 (cid che NON capita nella funzione vista nell’osservazione alla pagina precedete dove le
somme parziali sono nulle e convergono alla funzione nulla)
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1.4.4 Operazioni con le serie di potenze

Per serie numeriche convergenti si dimostra facilmente che:

400 +oo “+o0
Zan—i—Zb Zan—i—bn) cZan:ann

Cioe la somma di due serie (convergenti) & la serie delle somme e vale la dis-
tributivita del prodotto di una costante per una serie. Queste considerazioni si
estendono facilmente alle serie di potenze.

Per il prodotto di due serie le cose sono piu complicate; la relazione:

+o00
Zan an =Y (an-by) ©FALSA

(anche per somme finite).

Senza discutere il concetto di serie prodotto, diciamo solo che la serie di
potenze che da la funzione prodotto di due funzioni a loro volta espresse da
serie, si calcola semplicemente trattando le serie come se fossero polinomi (di
grado infinito). Vediamo qusto procedimento su un:

Esempio 23 Abbiamo gia visto che:

2 3 tm
—1+t+ TR e vteR
3! n!
1
ﬁ:1+t+t2+t3+t4+-~-+1t’ur... vt € (—1,1)
Allora:
el 2 3
- t:<1+t+ NETRAEE >(1+t+t2+t3+...) vt e (—1,1)

Come se le somme fossero di un numero finito di termini, si devono fare tutti
1 prodotti di ogni termine della prima parentesi per ogni termine della seconda.
Quindi gia il primo termine della prima parentesi da luogo a infiniti prodotti e
non si arrivrebbe mai a considerare il secondo termine. Per ovviare a questo
inconveniente consideriamo prima tutti i prodotti (di un termine della prima per
uno della seconda) che danno un risultato di grado zero (cioé contribuiscono al
termine noto). Poi consideriamo tutti i prodotti che dano un risultato di grado
uno in t, poi tutti quelli che danno un risultato di grado 2 etc. .... Otteniamo:

t2 33
1+(t+t)+(t2+t2+2,)+(t3+t3+ +3‘>+ =

1 1 1
=142t 24+ = )¢ 24 -4+ )2+,
+ +<+2> +(+2+6> +

F riassumendo:
t

e 5 8
=142t+ -2 +-t3+... Ve (-1,1
- T2t St S+ €(-1,1)

Si noti che ci si puo aspettare che lo sviluppo ottenuto converga solo nell’inter-
sezione dei due intervalli di convergenza delle serie moltiplicate.
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Capitolo 2

Equazioni differenziali
ordinarie

2.1 Equazioni lineari del secondo ordine

Riassumiamo qui le cose note dal corso di Istituzioni di Matematiche per le
lauree triennali, a proposito delle soluzioni di una equazione differenziale lineare
del secondo ordine:

' +at)y +b(t)y = f(t) a,b, f € C(I) (2.1)

Per maggiori dettagli si veda la dispensa ” Wronskiano”.
L’integrale generale ¢ della forma:

y(t, k1, ko) = kryi(t) + ko ya(t) + (1) ki,kp € C (2.2)

dove
-y1(t),y2(t) sono soluzioni linearmente indipendenti dell’omogenea associata

y' +a(t)y +bt)y =0 (2.3)

-7(t) & una soluzione particolare della equazione di partenza (non omogenea)

-linearmente indipendenti significa che il rapporto delle due soluzioni in
questione non € una costante.

Si dimostra che l'indipendenza di due soluzioni dell’omogenea equivale al-
I’essere sempre diverso da zero del loro determinente Wronskiano:

yi(t)  ya(t)
W(t) = det £0  Viel

(e a cio basta che il Wronskiano non si annulli in un punto ¢y € I).

15
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Infine il teorema di esistenza e unicita della soluzione del problema di Cauchy
afferma che, fissati comunque due numeri reali u, v e un valore to € I, esiste una
e una sola soluzione della (2.1)) che soddisfa la condizione iniziale:

y(to) = u

y'(to) = v

e tale soluzione e definita su tutto l'intervallo I.

(Si noti che nella (2.1) il coefficiente di y”'(¢) & uguale a uno)

In base a quanto detto sul Wronskiano, per ottenere due soluzioni indipen-
denti dell’omogenea, bastera che lo siano le loro condizioni iniziali, intese come
vettori di R?; per esempio bastera scegliere:

yi(to) =1 ya(to) =0

Yy (to) =0 ya(to) =1

Si noti che abbiamo enunciato il teorema di esistenza e unicita dopo quello
sulla forma dell’integrale generale; in realta nello sviluppo della teoria quest’ul-
timo ¢ basato proprio su quello.

Nel caso di una equazione (2.1) a coefficienti a,b costanti & facile trovare
due soluzioni indipendenti dell’equazione omogenea associata cercandole sotto
forma di esponenziali (anche complessi) . Rinviamo ai corsi di primo livello
per questa tecnica che basta per studiare casi importanti come quello delle
oscillazioni semplici e forzate e il fenomeno della risonanza .

Se pero i coefficienti a(t), b(t) sono funzioni non costanti non esiste un metodo
generale per trovare tali soluzioni.

Dedicheremo il resto di questo capitolo allo studio di alcuni casi nei quali
si riesce, con diverse tecniche, fra le quali il cambiamento di variabile o ’'inte-
grazione per serie, a trovare due soluzioni indipendenti dell’equazione lineare
omogenea. Ulteriori esempi saranno esaminati nel capitolo successivo, dove i
risultati di questo saranno applicati ad alcune equazioni differenziali alle derivate
parziali.
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2.2 Ricerca di una soluzione indipendente da
un’altra

Se dell’equazione

y' +at)y +b(t)y =0 (2.3)

¢ nota una soluzione y; (t), se ne puo ricavare un’altra y,(t), indipendente
dalla precedente, cercandola della forma:

ya(t) = k(t) yi(t)

dove k(t) & una funzione incognita da trovarsi (variazione delle costanti). Si
noti che con un k costante si avrebbe una seconda soluzione NON indipendente
dalla prima. Tralasciando di scrivere la variabile ¢ per brevita , avremo:

y2 = kun
¥ = Kuyi+ky
yo = Ky + 2Ky + kyf

imponendo che yy soddisfi la (2.3) otteniamo:
(K" g1 + 2K vy +kyl) +a(Ky +kyp) + (bky) =0

La somma dei tre termini sottolineati (fra i quali si raccoglie k; da moltiplicare
per a il secondo) & zero perché y; ¢ soluzione della (2.3). Resta ’equazione:

Ky + K (2y) +ayr) = 0

che ¢ del primo ordine a variabili separabili, nell’incognita h(t) = k'(t):

W () g1 (t) + h(t) (201(8) + a(t) 1 (2)) = 0
Separando le variabili e integrando:

dh [ 2y1(t) +alt) yi(t)
h / y1(t) at

mmw:—mme—/WMt

exp (— [a(t)dt)
[y1 ()]

Mmzmwzm{Ammmt/mm@:

Passando a una primitiva ricaviamo k(t).
Concludendo, la seconda soluzione, indipendente dalla prima, e :

y2(t) = wi(t) / Wdt

Il rapporto delle due soluzioni ¢ quest’ultima primitiva che non puo essere
costante essendo l'integrando diverso da zero. Quindi le due soluzioni sono
effettivamente indipendenti.
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2.3 L’equazione di Eulero

Consideriamo un primo caso di equazione a coefficienti non costanti (Eulero):

29" +aty +by =0 a,b costanti (2.4)
Per t # 0 equivale a

b

In un intorno del punto ¢ = 0 non si puo invocare il teorema di esistenza e
unicita della soluzione con condizioni iniziali y(0) = u, %'(0) = v con u e v
qualsiasi, perché i coefficienti § e t% non sono continui proprio nel punto iniziale
t = 0. Per alcune scelte di u e v potrebbero esserci soluzioni (anche non uniche)
e per altre no.

Scelto per semplicitda Uintervallo I = (0,+00), su cui i coefficienti sono

continui, cerchiamo soluzioni su I sotto forma di potenze t*:
y(t) =t y = at*! y" = ala—1)t*2
Sostituendo nella (2.4):
tafa— 1)t 2 fatat* 4 bt = 0
semplificando per t che & diverso da zero per t # 0

ale—1)+aa+b=0 cioé A+ (a—1a+b=0 (2.6)

che ¢ la cosidetta equazione indiciale.
19 caso: se a; e s sono radici reali e distinte, allora I'integrale generale & :

y(t, kl, kg) = kl tal + kg ta2

20 caso: esistono due radici complesse coniugate (vedi esempio seguente)

39 caso: esiste una radice doppia @ = 1%“ Allora y;(t) = t* & una prima
soluzione. Una seconda soluzione indipendente puo essere ricavata col metodo
esposto nel paragrafo precedente:

y2(t) = yi(t) / LT ([;1{;](;) ®) g 450 / T (;_f; ) gy
= 2" /tl—%ﬂdt = t'2" logt

Si ha quindi:

y(t, k1, ks) = kit 2 + kot = logt = t = (ky + ko logt)
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Esempio 24
2y +3ty +by =0

L’equazione indiciale é :
2+2a+b=0

19 caso: b= —8
a?+2a-8=0 a172:71:t\/§

ay =2, ag = —4 y(t, k1, k‘g) =k t2 + ko t74

Si nota che esistono infinite soluzioni (quelle per ke =0, Vki) definite anche
per t = 0, soddisfacienti la condizione iniziale y(0) = 0, y'(0) = 0, mentre
non esiste nessuna soluzione soddisfaciente la condizione y(0) =0, y'(0) =1.

20 caso: b=15

A +2a+5=0 ap=-1&V-4=-1+2

Yt ki ka) = kot~ 12 gy 17 =

~ | =

[k %' + ko t™2'] =

S

[kl e2ilogt + kz e—2ilogt} —

= % [k1 (cos(2logt) +1 sin(2logt)) + ko (cos(2logt) — i sin(2logt))]

Scegliendo ky = ko = % otteniamo la soluzione y,(t) = 1 cos(2logt),
mentre con ky = & = —ky = otteniamo la soluzione y>(t) = 1 sin(2logt);
abbiamo cosi un’altra coppia di soluzioni indipendenti, mediante le quali

otteniamo una rappresentazione reale dell’integrale generale:
1 .
y(t,c1,c0) = E(Cl cos(2logt) 4 ¢ sin(2logt))
Si noti che l’espressione complessa e quella reale dell’integrale generale sono

equivalenti, entrambi contengono sia le soluzioni reali che quelle complesse, ot-
tenibili per opportuni valori di k1 e ko nel primo caso, di c¢1 e co nel secondo.

30 caso: b=1
> +2a+1=0 a=—1

la radice e doppia, quindi l’integrale generale € :

1
y(t, k1, ko) = n (k1 + k2 logt)
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2.4 Caso del coefficienti analitici
Esaminiamo ora il caso in cui ’equazione
y' +at)y +b(t)y =0 (2.3)

abbia i coefficienti a(t) e b(t) analitici, cioé rappresentabili come serie di potenze
su un certo intervallo (to — r,tp + 7), dove tg ed r sono detti rispettivamente
centro e raggio di convergenza:

+o00 +oo
at) = 3 an (t - to)" b(t) = 3 b (£ to)" (2.7)
n=0 n=0
Se to =0:
+o0 too
a(t) = Y ant” b(t) = > bnt" (2.8)
n=0 n=0

Attenzione: I coefficienti che supponiamo analitici sono quelli di 3 e y, dopo
che T'eventuale coefficiente di " & stato ridotto a uno; quindi, per esempio,
nell’equazione di Eulero i coefficienti ¢ e t% NON sono analitici con centro in

t
to = 0!

Teorema 25 Se i coefficienti a(t) e b(t) sono funzioni analitiche su di un
intervallo (to — r,to + 1), allora l'equazione omogenea (2.3) ha due soluzioni
indipendenti y1(t) e y2(t) analitiche sullo stesso intervallo

Dim. (Cenno, per semplicita con ¢y = 0)
Si cercano soluzioni analitiche con coefficienti ¢,, da determinarsi:

—+oo

y(t) = Z Cn t”

n=0

Per la derivabilita termine a termine delle serie di potenze:

“+o0 400
y'(t) = Z ne, "t y"'(t) = Z n(n —1)c, t"?
n=0 n=0

Si sostitutiscono gli sviluppi in serie di y(t), ¢'(t), y”(t), a(t) e b(t) nella (2.3)
e si cercano le relazioni che i coefficienti incogniti ¢,, devono rispettare affinché
I’equazione sia soddisfatta. In pratica si agisce come se avessimo a che fare con
polinomi (di grado infinito) e applicassimo il principio di identita dei polinomi.*

Le relazioni trovate fra i ¢,, permettono di determinarne il valore a partire
da quelli, scelti arbitrariamente, di ¢y e ¢; (che rappresentano i valori iniziali
y(0) e y'(0) della soluzione). Scegliendo due condizioni iniziali indipendenti,
otteniamo due soluzioni y; (t) e y2(t) indipendenti. m

Osserviamo che la traccia della dimostrazione & di fatto anche la traccia del
metodo per calcolare le soluzioni, come vedremo su esempi.

IDue polinomi sono uguali sse i coefficenti dei termini di ugual grado sono uguali
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Esempio 26 y'—ty =0
I coefficienti a(t) =0 Vt e b(t) = —t sono banalmente analitici su tutto R
yt) = ¢ + et + cot? +oestd +egtt + ... +oept" + ..
y(t) = ¢ 42t +3c3t?  Adegt + ... +(n+ Depit" + ...
y'(t) = 2co+3-2c3t+4-3cut? +5-destd + -+ (n+2)(n+ Depgat™ + ...
—ty(t) —cot  —art? —cotd — ... S A

Sommando membro a membré? le ultime due equazioni:
y'—ty = 2co+(3-2c3—co)t+(4-3cs—c) )t2+- - H[(n +2)(n + 1)cpra — coa] t"+. ..
Affinché la somma della serie sia zero, tutti i coefficienti devono essere nulli:

Cpn—1
=0 323-c=0 43c4—c1=0 ... Cpug= ——-——"
C2 C3—Cp Cq4—C1 Cn+42 (n+2)(n+ 1)

Scegliendo ¢y =1 e ¢; =0 (condizione iniziale), e avendo ca =0 si ricava:

c — CO :L C 2071:0 C 2072:0
37327 3.2 tT 43 > 5.4

1
66_763 = cr =0 cg =0

S 6-5 6-5-3-2
e, generalizzando, ¢, = 0 se n non e multiplo di 3, mentre se n = 3k :

1
Bk T 3kBk—1)[3(k— 1)(3k —4)]...3-2

Quindi:
400 1

o) = H; 31c<31<:—1)[3(16—1)(3/<:—4)]---3-2t3}c

Scegliendo ¢y = 0 ¢ ¢; = 1 (condizione iniziale indipendente dalla prece-
dente), e avendo sempre co =0, con calcoli analoghi si ottiene:

+o00 1 - 1
) =+ ) T e

1l Teorema 5 ci assicura che le due serie di potenze trovate hanno lo stesso
intervallo di convergenza dei coefficienti (che é tutto l’asse reale).

L’integrale generale della equazione omogenea data é percio :

y(t,cl,CQ) = C1 yl(t) + Co yg(t) Vt S R

2vedi osservazioni alla pagina seguente
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Osservazione 27 [ primi passaggi della pagina precedente possono essere scrit-
ti equivalentemente, con notazioni pit compatte:

+oo —+oo +oo
y:chtk —tyzzfckt’”l :chn_lt”
k=0 k=0 n=1
—+oo +oo +oo
y' = k(k=1) et = Y (n42)(n+1) cagat” = 200+ Y (n+2)(n+1) cpyat”
k=2 n=0 n=1

sommando termine a termine le ultime serie delle due righe precedenti:

—+oo
y' —ty = 2co + Z [(n+2)(n+1)cpia —cnq] t"

n=1

Osservazione 28 Sommare termine a termine due serie, come abbiamo appena
fatto sopra, significa porre:

+oo +oo +oo
D ant D bn= D (an+bn)
n=1 n=1 n=1
Questo vale per serie convergenti, altrimenti puo non avere senso. Per esempio:
“+o0
dan = +1-141-141-141-141-14+1-1...
n=1
—+oo
Dby = —l4+l-141-1+1-1+1-1+1-1+1..
n=1

sono due serie irregolari, avendo entrambi la successione delle somme parziali
oscillante, mentre la serie

+o0
D (an+by) =0+0+0+0+0+0+0+...

n=1

e evidentemente convergente con Somma zero.

Osservazione 29 L’esempio della pagina precedente é abbastanza semplice in
quanto i coefficienti dell’equazione sono addirittura monomi (serie di potenze
con un termine solo!). Se essi fossero serie vere e proprie occorrerebbe sviluppare
prodotti di serie.

L’esempio mostra tuttavia che anche con coefficienti molto semplici (ma non
costanti) le soluzioni possono essere esprimibili solo come somma di un numero
nfinito di termini.
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Quando i coefficienti dell’equazione omogenea (dopo aver normalizzato a uno
quello di y”) non sono analitici in un intorno di un punto tg, allora non si pud
sapere a priori se esisteranno soluzioni analitiche con centro in ¢y oppure no.

Esempio 30
2y —y —ay =0 acR
non ha coeffcienti analitici con centro in ty = 0; infatti, normalizzando:

1 o
11 /
Y -5y -3y =0

t2 2
Non siamo neanche nel caso di Eulero, essendo il coefficente di y' un infinito del
secondo ordine invece che del primo. Cerchiamo comunque soluzioni analitiche
e scopriremo che per certi valori del parametro o esistono e sono addirittura
polinomaiali, mentre per gli altri valori non ne esistono. Posto:

00 +o00 +oo
y(t) = ch " y'(t) = chn -t y'(t) = Zn(n—l) Cpt"?
n=0 n=0 n=0
sostituendo nell’equazione:
+o0 +00 +o00
2y —y —ay = Zn(nf 1) ept™ — chntnfl - Zacnt" =0
n=0 n=0 n=0
La seconda serie, avendo il termine per n = 0 nullo, é riscrivibile come:
+oo
Z(n + 1) eppr t”
n=0
E sommando le serie termine a termine:
+o00
Z [nn—1)c, —(n+1)cpp1 —acy] t" =0
n=0

Annullando tutti i coefficienti si trova la legge di ricorrenza:

nn—1)—« . .
c = —¢ co arbitrario 2.9
n+1 n+ 1 n 0 ( )
Se a = N(N — 1) per qualche intero positivo N, allora cy+1 = 0 e quindi anche
tutti i coefficienti successivi sono nulli, e la serie si riduce a un polinomio.
Se a non & il prodotto di due interi consecutivi, il numeratore della (2.9)

non € mai zero e quindi, scegliendo cy # 0, tutti i ¢, sono diversi da zero.

La serie di potenze Z:i% cn t™ pero non converge per nessun t # 0. Infatti,
applicando il criterio del rapporto (pert > 0):

Cpgp t"H! n2—n-—a«a
= t— +oc0 per n — +o0
Ccp th n+1

Se la serie non converge per t > 0, essendo una serie di potenze non puo con-
vergere neanche per t < 0, quindi per tali o la serie ha raggio di convergenza
zero e non definisce nessuna soluzione analitica in un intorno di tg = 0.
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2.5 L’equazione di Bessel

Un caso che mescola la tipologia dell’equazione di Eulero con quella dei coeffi-
cienti analitici e :
2y +a(t)ty +b(t)y =0

con a(t) e b(t) analitiche con centro in ¢y = 0. Equivalentemente, per t # 0:

y//+@y/+@

t z v =0

Per a e b costanti si ritrova I’equazione di Eulero. C’¢ un importante (e compli-
cato) teorema® dedicato a questo tipo di equazioni. Senza entrare nei dettagli
diciamo solo che si comincia cercando soluzioni della forma:

“+o0
yt) =13 cat™  SER, t>0, co#0

n=0

cio¢ prodotto di una (possibile) soluzione di una equazione di Eulero per una
(possibile) soluzione di una equazione a coefficienti analitici.

Non esamineremo il caso generale, ma solo quello particolare, ma importan-
tissimo, della equazione di Bessel:

2y +ty + (2 -1y =0 (2.10)

dove v ¢ una costante reale non negativa.
Anticipiamo che, per v =p =0,1,2,... intero, troveremo la soluzione:

0= () S et ()

che chiameremo funzione di Bessel di prima specie, di ordine p.

Si puo ricavare anche una seconda soluzione indipendente da questa (per
costruire U'integrale generale) ottenendo le funzioni di Bessel di seconda specie
delle quali non parleremo. Sono gia importanti nelle applicazioni, come vedremo,
le funzioni di prima specie Jy e J; che hanno analogie con le funzioni cos(t) e
sin(t), e che approfondiremo nel paragrafo successivo:

+00 2k +o0 2k+1
X (ke B (=DF [t
Jo(t) =) ()2 (2> Si(t) = kZ:O Kl (k+1)! <2)

Anche per v non intero esistono soluzioni, ma la loro espressione & pitu compli-
cata e richiede I'introduzione della funzione speciale I', che estende la definizione
di fattoriale ai numeri non interi.

3vedi p.e. Apostol, Calcolo, ed Boringhieri, vol 3, pag 74 e seguenti
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2.5.1 Soluzione Bessel: determinazione di s
Consideriamo dunque il caso particolare:
2y +ty + (P —pHy =0 p=0,1,2,... (2.11)

Cerchiamo soluzioni del tipo:
“+oo
y(t):ts-cht” sER, ¢y #0
n=0

(A posteriori s risulterd intero, quindi non serve porre ¢ > 0). Derivando:

+oo +oo +oo
y = st*t Z et + 18 Z ne, t" = 571 Z(s +n)c, t"
n=0 n=0 n=0

—+oo +oo
y' = (s —1)t*2 Z(s +n)e, t" F 57! Z n(s+n)c, t" ! =
n=0 n=0

+oo
= 572 Z(s +n)(s+n—1)c,t"
n=0
Sostituendo nella (2.11)):
400 “+o0 +oo +o00
t* Z(s—i—n)(s—l—n—l)cn t"+t° Z(s—&—n)% t"—t° Z plen t"+t° Z nt™? =0
n=0 n=0 n=0 n=0

Dividendo per t°, che & non nullo per t # 0, e riunendo le prime tre serie:

—+oo +oo
> ls+n)?=p et + > ent"™? =0
n=0 n=0

isolando i primi due termini della prima serie, e riscrivendo la terza:
—+o0 —+o0
(82 =pH)eo+[(s +1)% —p?et + Z (s + n)? fpz] ent”™ + Z Cnot” =0
n=2 n=2

riunendo le due serie:
—+oo
(82 = p?) co+[(s +1)* = p?| crt + Z [((s+n)? —p®)en + cna t" = 0 (2.12)
n=2
Affinché la somma sia uguale a zero Vt, tutti i termini, compreso il termine
costante (s — p?) ¢y devono essere nulli.
Avendo chiesto all’inizio che ¢y # 0, dovra ora essere

s2—p2 =0 (equazione indiciale)
Quindi s=p e s=—p sono ivalori possibili.
Determineremo ora i coefficienti ¢, corrispondenti a s = p, intero non

negativo.
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2.5.2 Soluzione Bessel: determinazione dei ¢,

Sempre per soddisfare la (2.12)) notiamo che anche il termine di primo grado in
t deve essere nullo, quindi:

[(s+1)*=p*ler = 0
Ma ora s = p quindi la parentesi quadra non si annulla e deve essere:
Cc1 = 0

Annullando poi i coefficienti dei termini di grado > 2 si perviene alla relazione
di ricorrenza:

Cn—2 Cn—2
o = — = — Vn>2
" (p+n)? —p? n(2p + n) -

Applicandola con n = 3, n =5 ..., essendo ¢; = 0, si ricava che tutti i ¢,, di
indice n dispari sono nulli.
Per gli indici pari, applicandola succesivamente:

___ %
Cy = 22 (p+ 1)
o = — Co _ (—1)200
Y212 220+ 1)(p+2)
C4 (—1)360

O T23(p+3) 2023+ D)(p+2)(p+3)

(=1)*co
C2k = o
228kl (p+D)(p+2)...(p+ k)
1
Ricordiamo che p & intero e ¢y # 0: scegliendo ¢y = o E
p!

(—1)* (-1)*

22k Elpl (p+1)(p+2)...(p+ k) 22620kl (p+k)!

Cor =

Possiamo quindi concludere che una soluzione della (2.11) & :

J(t)_ﬁioit%_gi E e
P _2Pk:022kk!(p+k)! _kzok!(p+k)! 2

Queste funzioni sono chiamate funzioni di Bessel di prima specie di ordine p. 11
criterio del rapporto, applicato ai valori assoluti dei termini della serie, ci dice
che essa converge (assolutamente e quindi anche in senso ordinario) per ogni
valore di t € R.



2.5. L’EQUAZIONE DI BESSEL 27

2.5.3 Le funzioni J, e J;

A
Jo
o.8
oO.s
o.a Jl
o.=2
o = S t = 10O 2= a1a
—o.=
—o.a

Le funzioni Jy e J; hanno proprieta che ricordano quelle di cos e sin.
Elenchiamo le poche che ci serviranno; per le altre rimandiamo ai testi?.

e Scrivendo per esteso le serie che le esprimono si ha:

e A 2t £
e () =1m

Jo(t) = 3

22 2242_224262+"'
k=0

+oo A 2%+1 3 5 7

-1 t t t t t
Ji(t) = |( ) () =5 524 T 92426 92zazgzg
kzzok.(wrl)! 2 5 224 22426 2242678

e Jy & una funzione pari, J; & dispari

e Mediante derivazione termine a termine si vede facilmente che:
Jo'(t) = —Ji(t) [t Ji(t)]" = tJo(t)

e Le radici positive dell’equazione Jy(t) = 0 sono infinite e formano
una successione crescente o; che tende a 400 ed e asintotica alla successione
(j — %) 7 per j — 400, mentre per j piccoli si ha approssimativamente:

a; =2.405 @y =5.520 a3 =28.654 a4 =11.792 a5 =14.931

e Se o  sono gli zeri di Jy di cui al punto precedente:

1
1
/th(ajt)dtzijf(aj) Vi =1,2,3,...
0

1
/ tJo(a;t) Jo(ant)dt = 0 per j#n
0

questa specie di ortogonalita delle funzioni Jy(a;t) sta alla base delle espan-
sioni in serie di Fourier-Bessel delle quali vedremo un esempio in un prossimo
paragrafo.

4F. Bowman, Introduction to Bessel functions, ed. Dover, New York, oppure
Watson, Theory of Bessel functions, Cambridge 1922
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Capitolo 3

Derivazione di funzioni

composte

3.1 Il caso di una variabile

Ricordiamo brevemente la regola ben nota nel caso di una variabile. Siano date

due funzioni f e G reali di variabile reale, derivabili:

y=f) e z=G(y)

con I'immagine della prima contenuta nel dominio della seconda in modo da

poterne considerare la composta g:
9(x) = Go f(z) = G(f(x))
Allora la composta e derivabile e, con varie notazioni:
g'(x) = G'(f(2))f'(2)

dg dG df
%(x) = Ty(f(f))%(x)

dz _dz dy
%(x) = @(y(x))%(ﬂﬁ)

I'ultima sostituendo i nomi delle funzioni con quelli delle variabili dipendenti.

3

Esempio 31 y = f(z) == z = G(y) = cos(y)

g (r) = —sin(x?) 322

29

g(x) = cos(z?)
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3.2 Cambio di variabile indipendente in equazioni
differenziali

Sia data una equazione differenziale nella quale I'incognita e funzione della va-
riabile indipendente ¢, per esempio:

F(y(t),y'(t),y"(t),t) = 0 (3.4)

Cambiare variabile indipendente significa immaginare la funzione incognita y(t)
come composta da una nuova funzione incognita Y(x) con una funzione nota
(derivabile con continuita ) z = c(t):

y(t) = Y (c(t)) (3.5)

Con la regola di derivazione delle funzioni composte, ricordata nel paragrafo
precedente, si ricavano le derivate 3/ (t) e y”(t) in funzione delle derivate della
nuova funzione incognita Y (x) e si sostituiscono nella (3.4) ottenendo cosi una
nuova equazione in Y (x).

Risolta questa e trovata la Y (x), otteniamo la y(t) dalla (3.5)).

Esempio 32 (Equazione di Eulero)

29" (t) 4+ 3ty (t) + y(t) = 0 (3.6)

Invece di usare il metodo gia visto, immaginiamo la funzione y(t) composta di
una Y (x) con x =logt; ne seque:

y(t) = Y(logt) () = ¥'(logt) 7

1 1
y"(t) = Y"(logt) a7t Y'(logt) (_t2>

Sostituendo nella (3.6):

1 1 1
t2 Y (logt) i Y’ (logt) tQ} +3tY'(logt) Tt Y(logt) = 0

semplificando:
Y (logt) +2Y'(logt) + Y(logt) = 0
cioé
Y'(z)+2Y'(z)+Y(z) = 0
Questa € una equazione lineare omogenea a coefficienti costanti, quindi risolubile

per esponenziali:
Y(z,c1,¢0) = cre” " +cowe™™®

(A = —1 ¢ soluzione doppia dell’equazione algebrica associata M 422+1= 0).
Infine:

1 logt
y(t,ci,c2) = Y(logt,ci,c2) = 1 n +02Tg
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3.3 Derivate parziali di funzioni composte

La formula di derivazione di funzione composta si estende al caso di piu variabili,
sostituendo nella (3.1) il simbolo di derivata con quello di matrice Jacobiana
delle derivate parziali. Piu precisamente siano date le funzioni:

y=f7Z) e ZT=G(y) TeR", YecR" T cRP

dotate di derivate parziali continue, e con 'immagine della prima contenuta nel
dominio della seconda in modo da poterne considerare la composta g;:

g(7) = Gof(7) = G(f(7))
Allora la composta ¢ derivabile e:
Jg(T) = Ja(f(7))Ie(T) (3.7)

Per matrice Jacobiana J¢ di una funzione f : R™ — R"™ si intende la matrice a
m righe ed n colonne che ha nella i-esima riga le derivate parziali della i-esima
componente della funzione f rispetto alle n variabili z;, cioe

ofi
Je)i(7) = 8Tj(?)
Esempio 33 Conn=m=2ep=1

y1 = fi(z1,22)
z=G(y1,Y2)
Yo = fa(w1,22)

z=g(x1,22) = G(y1(21,22), y2 (@1, 2))

Oy1  Oyi
o 15)
(ag ag>_<@ @) oo
i 5 - o 1%}
Ox1  Oxz Y1 Y2 Oys Oy
Owl 0:102

Moltiplicano lunica riga di Jg per la prima colonna di Jg (ed esplicitando i
punti nei quali sono calcolate le derivate) otteniamo per esempio:

99 _ %G Oy 9G o
8:101(361’332) = ayl(y1($17332)7y2($17932))a$1(131,332)+ (o B o)

Con altre notazioni, senza usare indici, dall’esempio ricaviamo le seguenti
formule che useremo spesso. Se

w(x,y) = W(u(x,y), 1}(.23, y))

allora:
ow ow ou ow ov
%(xvy) - %(u(x,y),v(%y))%(:ﬁ,y)—i—W(u(w,y),v(m,y))%(:ﬂ,y)
ow oW ou

o) = G ule ). ol ) 5 w0) + -l 0), o) g (o)
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3.4 Cambio di variabili in equazioni alle derivate
parziali

Nel cambiamento di variabili indipendenti in equazioni alle derivate parziali si
procede come per le equazioni differenziali ordinarie; naturalmente nel nuovo
caso si dovranno calcolare derivate parziali di funzioni composte.
Tllustreremo questa tecnica mediante due esempi.
Nel primo, in perfetta analogia con quanto visto per I’equazione di Eulero
in un precedente paragrafo, tratteremo 1’equazione della corda vibrante:
0%y B 0%y
8z ~ % ba2
nella funzione incognita y = y(z,t) che immagineremo composta da una nuova
funzione incognita Y (u,v) con il cambiamenteo di variabili indipendenti

u=x+at, v=x—at
y(z,t) = Y(z + at,x — at)
Derivando parzialmente con la regola per le funzioni composte esprimeremo le
derivate parziali di y rispetto a x e ¢ in funzione di quelle di Y rispetto a u e v,
le sostituiremo nell’equazione di partenza ricavandone una nella nuova funzione
incognita Y (u, v), che sara facilmente risolubile, e poi risaliremo alla y(x,t) per
composizione. Si noti che in questo primo esempio il cambiamento di variabile
esprime le nuove variabili u e v in funzione di quelle vecchie, z e t, ed & motivato
da considerazioni fisiche.
Il secondo esempio riguardera l’equazione di Laplace:
0%w . 0w
Oy2 = 022

In questo caso il cambiamento di variabile, suggerito in alcuni casi ¢ :

=0

y=rcosf, z=rsind (r>0, 0<86<2m)

che esprime le vecchie variabili indipendenti y e z in funzione delle nuove co-
ordinate polari r e 6. Per procedere come nel primo caso dovremmo invertire
questa funzione, ricavando una

r= ’I“(y, Z) 0= H(ya Z)

per poi proseguire come prima derivando
w(y,z) = W(r(y,2),0(y,2))

Benché cio sia possibile, ¢ complicato. E meglio derivare la composizione:
W(r,0) = w(rcosf,rsinb)

ricavando le derivate parziali di W rispetto a r e 6 in funzione di quelle di
w rispetto a y e z, e poi osservare che una certa combinazione delle prime
da esattamente l’espressione gz%’ + g?;’ alla quale si sostituisce, producendo
I’equazione cui W soddisfa se e solo se w soddisfa all’equazione di partenza.
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Esempio 34 (equazione della corda vibrante)

2 2
% =a® % (3.8)
u=x+at, v=zx—at y(z,t) = Y(x + at,x — at)
Derivando:
oy 90Y Ju Y v
i 6u(z+atz )EJra—(szat:z: t)af
oY

oY
%(x +at,x — at)a + %(x +at,x — at)(—a)

Derivando ulteriormente occorre fare attenzione al fatto che la funzione piu
esterna della composizione non é pit' Y, bensi 2%

Gy © aY . Avremo quindi:
u

Py |0(F)ou  0(F%) dv o2 ou  0(%) o
Gﬁ_[au ot o0 o |t o o)

ou Ot ov Ot

L G Y
= 32 % T Fogu T T gage CO T G e

Per un noto teorema le due derivate seconde miste (se continue) sono uguali

Py _ {a?y 0 aﬂ

a2 92 “9vdu T 902
gig 1 fattori % =ae % = —a saranno sostituiti da 8“ =1le 8—2 =1:
0%y 0%y 0’y 9%y
5 = +2 +
Ox? Ou? Ovou  Ov?
Sostituendo nell’equazione (3.8) e semplificando
2 oY
OV o e e
Ovdu v
Integrando rispetto a v (aggiungendo una qualsiasi f(u) costante rispetto a v)
(9Y

= f(u)

e integrando rispetto a u (aggiungendo una G(v) costante rispetto a u)

Y (u,v) = /f(u) du+ G(v) = F(u) + G(v)

e tornando alle vecchie variabili:

y(z,t

) =Y(x+at,x—at) = F(x+ at) + G(z — at)

Con F e G funzioni arbitrarie di una sola variabile (con qualche regolarita , per
esempio con derivate seconde continue).
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Esempio 35 (equazione di Laplace)

Pw  Pw

57 Tz =0 (3.9)

y=rcosf, z=rsind W (r,0) = w(rcosf,rsinb)

ow  ow dy Ow 0z
o = oy —(rcosb, rsm@)ar(r 6) + &(TCOSG 7’81110)8 (r,0)

Le derivate di y e z rispetto a r sono note, quindi:

ow _ 8w(rcose,rsinﬁ)cosé‘—i— aﬂ(rcos@,rsin@) sin 0

or o 87y Oz
*wW 0 [Ow 9 Tow . '
2 o [8 (rcos rsm&)] cosf + o [az(r Ccos 0,1"81110)] sinf =

= 82711)@ + P % cosf + Fu @ + 827741% sin 6
|9y Or 920y Or Oydz Or ~ 022 Or

OPW 9w 9? O%w
52 — Wcos 9+23y3 sm@cos@—i—ﬁsm 0
ow ow dy ow . 0z
20 = a9 —(rcosb, Tslnﬂ)ae(r,ﬂ) + E(rcos@,rsm@)%(rﬂ) =
w . . ow .
= a—y(r cosf,rsinf)(—rsinf) + g(r cos,rsinf)(r cosf)
(‘32W 0 [ow . 0 [ow
202 = 20 a9 —(rcosb, rsmﬁ)(—rsmﬁ)} % [8 (rcosf,rsin@)(rcost)
E ricordando anche la regola di derivazione di un prodotto:
2 2 2 2
aaTVzV = g—w sin? 6 — Qaayazr sin @ cos 6 + g—g}chos 0 — %rcos@— %rsin@

. o 1 . 1 o
Se si moltiplica per — il primo riquadro, e per — il terzo, e poi si sommano
r
1 tre riquadri membro a membro, si ottiene:
1oW  0*°W 1 0°W B 0%w n 0%w

ror T T T oy 02

Sostituendo nella (3.9) si ottiene 'equazione di Laplace in coordinate polari.



Capitolo 4

Esempi di equazioni alle
derivate parziali

In questo capitolo useremo le tecniche illustrate nelle pagine precedenti, per
risolvere alcune equazioni differenziali alle derivate parziali che si incontrano
nelle applicazioni. Non mostreremo come tali equazioni costituiscono il modello
matematico di certi fenomeni fisici, rimandando per questo ai testi specializzatil

Gli esempi che tratteremo riguardano il moto stazionario di un liquido in un
tubo, il moto non stazionario di uno strato semiinfinito di liquido sovrastante
una parete orizzontale, la propagazione del calore in una lastra piana infinita-
mente estesa di spessore uniforme, un fenomeno di diffusione in una colonna a
pareti bagnate.

Negli ultimi due casi illustreremo anche la tecnica di separazione delle va-
riabili (che non c’entra nulla con 'omonimo metodo per equazioni differenziali
ordinarie del primo ordine a variabili separabili) e che & fondamentale anche per
I'integrazione dell’equazione di Schrodinger, come vedremo nell’ultima parte del
COrso.

IL. Forni - Fenomeni di trasporto. Ed. Libreria Cortina, Milano.
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4.1 Moto di un liquido in un tubo

1oP 0w 0%u

p Or  Oy? + 022
Questa equazione riguarda il moto stazionario di un liquido in un tubo orizzon-
tale a sezione circolare uniforme, in presenza del solo campo gravitazionale.

Il riferimento cartesiano € disposto in modo che I’asse x coincida con I’asse del
tubo. La funzione incognita wu = wu(z,y,z) da la componente secondo l'asse
x della velocita della particella di liquido nel punto (z,y,z) (nelle condizioni
descritte questa & 'unica componente della velocita ), mentre la pressione P(x)
si suppone nota e dipendente solo da x. Infine u & un coefficiente legato alla
viscosita del liquido. Data la simmetria cilindrica del sistema, usiamo le coordi-

Z 7

nate cilindriche, che individuano un punto tramite la sua distanza x dal piano
y,z (come per la x cartesiana) e le coordinate polari r e 8 della sua proiezione
sul piano y, z. Di conseguenza r esprime la distanza del punto dall’asse x; per
r e x costanti, al variare di 6 il punto descrive una circonferenza concentrica
all’asse del tubo e appartenente a un piano parallelo al piano y, z.

Le relazioni che legano le coordinate cilindriche e quelle cartesiane sono:

r==x y =rcosf z=rsinf zeR, r>0, 0<6<2r

Trasformare I’equazione data in coordinate cilindriche significa, come abbiamo
visto nel capitolo precedente, considerare la nuova funzione incognita

U(z,r,0) = u(x,y(r,0), z(r,0))

Poiché il Laplaciano che compare nell’equazione ¢ riferito alle sole variabili y
e z, che sono espresse in maniera polare tramite r e 6, nel fare il cambiamen-
to di coordinate possiamo usare ’espressione calcolata nel capitolo precedente
del Laplaciano in due variabili in coordinate polari e sostituirla nell’equazione,
ottenendo:

U 10°U  1ou _1opP

or? +7'2 6> +r(’9r o Ox
Per motivi di simmetria, ipotizziamo I/ indipendente da 6, quindi la derivata
rispetto a 6 ¢ nulla, e moltiplicando per r:

roP U o

u ox =92 T o
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Il secondo membro si puo scrivere come la derivata di un prodotto:

rop o ( o
w oxr  Or "or

e integrando rispetto a 7, con ¢; costante rispetto a r:

2op o
2u6xirar “

Dividiamo per r per isolare la derivata rispetto a r della funzione incognita:

r OP  0U

wor or T

cos{ possiamo ricavare U integrando nuovamente rispetto a r:

2opr

i—u%:U—&—cllogr—cQ
—ﬁa—P—c logr + ¢
~ 41 97 1 log 2

Fra questa doppia infinita di soluzioni dobbiamo scartare quelle che vanno al-
I'infinito per r — 0, cioe sull’asse del tubo: infatti non ha fisicamente senso che
le particelle sull’asse del tubo abbiano velocita infinita; quindi poniamo ¢; = 0.

Per trovare il valore di cs teniamo conto del fatto che le particelle dello strato
infinitesimo a contatto con la parete interna del tubo per I'attrito sono ferme,
quindi se r,, € il raggio del tubo:

U(x,ry) =0
dalla quale si ricava:
@a—PJch:O = @z—ia—P
4p 0 4p Ox
e infine: 2.2 ap
U(z,r) = T“’ p.

Si vede che il profilo del campo di velocita per x costante ¢ parabolico in r, con
un massimo? per r = 0, cioe sull’assse del tubo.

2Si tenga conto che la derivata di P rispetto a x & negativa, se la velocitd ha il verso
dell’asse x stesso.
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4.2 Moto di uno strato di liquido

ou 0%u

e

ot 022
Questa equazione riguarda il caso, non stazionario (cioé con dipendenza dal
tempo t) del moto isotermo di un liquido disposto in uno strato semiinfinito
sovrastante una parete piana orizzontale (il piano z, y, di equazione z = 0). Tale
parete, ferma all’istante ¢ = 0, acquista istantaneamente la velocita costante .,
nella direzione e verso dell’asse x, trascinando per attrito le particelle a contatto

con essa; queste a loro volta trasmettono il moto a quelle adiacenti etc. ...
z

» T

La funzione incognita wu = u(t,z) da la velocita (nella direzione dell’asse x)
delle particelle di liquido alla quota z, all’istante ¢. Le situazione descritta si
traduce? nelle condizioni (un po’ iniziali, un po’ al contorno):

u(0,2) =0 Yz >0
u(t,0) = Uy vt >0
Proviamo, euristicamente, un cambio di variabili indipendenti* del tipo:
u(t,z) = ®(n(t, 2)) con n(t, z) = ct®zb

con a, b, c costanti da determinarsi in modo da potersi ridurre a una equazione
differenziale ordinaria nella funzione incognita ® (7).

Applicando come al solito la regola di derivazione delle funzioni composte
(questa volta con una sola variabile intermedia 7):

ou an

D V) Y a—1_b
5 = 2t 2) 5 = (0t 2))cat® 2
@ - V] @ & a, b—1
o = ¥(t,2) 51 = ¥t ) cbt'

92 . . . . . . s
Per avere ‘373 da sostituire nell’equazione, dobiamo derivare rispetto a z la g—;‘
appena calcolata, che si presenta come un prodotto: per non avere z in entrambi
i fattori, scegliamo b = 1; da cio si ottiene:

82“ /" 877 " 2
52 = D" (n(t, 2)) act“ = 9" (n(t, 2))(ct?)
3equivalentemente: 8<u8/t““’> =v 82(52/211“,) (0, 2) /uw =0 u(t,0)/uw =1

411 cambio di variabili pud essere suggerito anche da considerazioni dimensionali
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Sostituendo nell’equazione le derivate di u calcolate:
' (n(t,2))cat® 'z = v®"(n(t, 2)) >

OVVero:
cat® 1z

v c2t2a

" (n(t, 2)) - o'(n(t,z)) =0

e semplificando:
az

(p// =
(n(,2)) = ——o3

Per avere solo la variabile n occorre che il coefficiente di @’ sia esprimibile tramite
n = ct®z, e a cio basta che sia :

(I)I(n(t’ Z)) =0

az

_ a
_W—Qctz

(il fattore 2 & solo per comodita successiva) e da questa si ottiene:

1
a+1l=-a =a=—=
2
che sostituito nella precedente da :
1 =z 9 z N 9 1 N 1
— — = C — ¢ = — C =
2ve \/f \/E 4v 2 \/;
e infine:
z

"= Vavt

(che & una quantita adimensionata, vedi nota precedente) e I’equazione diventa:
() +2n®'(n) =0
Le condizioni che avevamo posto sulla funzione u(t, 2):
u(0,2) =0 u(t,0) = Uy
si traducono sulla funzione ®(n), vista Pespressione di 7n(t, z), nelle condizioni :

lim ®(n)=0 D(0) = uy (4.1)

n—-+o00

Abbassiamo 'ordine dell’equazione in ® ponendo g(n) = ®'(n):

g'(n) = —2ng(n)

Separando le variabili e integrando:

d
zg:—/Qndn = logg = —n*+c¢

2
g(n) = cre"
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ed essendo ¢ la derivata di ®:
n 2
O(n) = (0)+ 4 / e’ dv
0

N

+oo
Ricordando le (4.1) e sapendo® che / e dv = 5 ricaviamo:
0

uw+c1?=0 = c] = — Uy

2
T
e infine:

() = Uy {1 - % /One“ dv}

Il secondo termine in parentesi quadra ¢ la ben nota funzione errore:

2 T2 f"e*”2 dv
) = [
0

per quanto ricordato nella nota essa puo venire solo calcolata numericamente
(tabulata).

exp(—v?) erf(v)
0.5
Y = — —a o a v\ 5 3
J— 5 i
R L

Con la terminlogia ricordata la nostra soluzione si scrive come:

(1) = uw [1 = erf(n)]

e tornando alle vecchie variabili, ricordando che n =

z
Vavt

u(t,2) = [l—erf<\/1%)}

5Non provare a calcolare la primitiva, che non & esprimibile in termini finiti!
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4.3 Propagazione del calore

oT 0T
i el
ot 022

Questa equazione si presenta anche nello studio della propagazione del calore.
La funzione incognita T'(t, z) rappresenta la temperatura T in funzione del tem-
po t e di una coordinata spaziale z. Consideriamo per esempio il caso di una
lastra piana omogenea, di semi-spessore r,,, disposta in modo da avere il piano
x,y come piano di simmetria e dunque perpendicolare all’asse z, infinitamente
estesa nelle direzioni x e y, che si trovi al tempo ¢ = 0 alla temperatura uniforme
Ty. Da tale istante in poi si mantenga, sulle due facce della lastra (i piani di
equazione z = %1, ), una temperatura costante Ty # Tp.
Sotto certe ipotesi fisiche, questa situazione ¢ descritta dalle condizioni:

T(0,2) =Tp Vz € [—Tw, +7w]
(4.2)
T(t, irw) =T vVt >0

4.3.1 Il cambiamento iniziale di funzione incognita

Iniziamo la risoluzione del problema con un cambiamento di funzione incognita
(non legato a un cambio di variabili indipendenti come negli esempi visti finora)
per ridurre T e T} rispettivamente ai valori 1 e 0, cosa che rendera possibile i
calcoli successivi, come vedremo. Poniamo dunque:

T(t, Z) — T1

To—T

e ricaviamo T'(t, z) per poterne calcolare le derivate parziali, in funzione di quelle
di Y(¢,2):

Y(t z) =

T(tv Z) = (TO - Tl) Y(ta Z) + Tl
dalla quale otteniamo, essendo Ty e T} costanti:

oT oY
e (To — T1) o

oT oY 0T %Y
— = (To—-T1) — — = (To—-T) =—
0z (Th-T) 0z - 022 (T -T) 022
Sostituendo nell’equazione e nelle condizioni (4.2) otteniamo la stessa equazione
(nell’incognita Y (¢, 2)):
oy %Y
— = a—— 4.3
or ~ “ 922 (4.3)

con le condizioni:
T(0,2) — T; To — T;
Y(O,Z) — ( 32) 1 — 0 1
To — T To — Ty

=1 (4.4)

T(t, :l:Tw) — T1 T1 — T1
Y(t,£ry) = = = 4.
(t£ry) = = = S = 0 (45)
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4.3.2 La separazione delle variabili

Il metodo di separazione delle variabili consiste ora nel cercare soluzioni dell’e-
quazione (4.3) che siano del tipo

Y(t,z) = O(t)- Z() (4.6)

cioe esprimibili come prodotto di una funzione ©(t) della sola ¢, per una Z(z)
della sola z; questo portera a risolvere due equazioni differenziali ordinarie in
funzioni incognite diverse, ma collegate fra loro da un parametro.

Per soddisfare la condizione (4.4) dovremo poi considerare somme (anzi,
serie) di tali prodotti, e tale somma sara ancora soluzione dell’equazione per
la linearita di quest’ultima. Inoltre la condizione (4.5) sara automaticamente
assicurata dal fatto che, se delle funzioni valgono tutte zero in certi punti, anche
la loro somma vale zero negli stessi punti.

Dalla (4.6) ricaviamo:
)% ,

Y , *Y "
5 = O(t) Z'(z) = 92 o(t) Z"(z)

e sostituendo nella (4.3):
O'(t) Z(z) = aO(t) Z"(2)
Ipotizzando O(t) e Z(z) diverse da zero:
1

o't) _ Z"(2)

= ——= YVt >0, z€ (—ry,+r

a0l Z(2) (=7, +7w)

I due membri di questa identita dipendono da variabili diverse e indipendenti
fra loro, quindi possono essere uguali solo se assumono lo stesso valore costante
—K al variare comunque di t e z.

Potremo quindi avere soluzioni del tipo (4.6) per quei K costanti tali che:

LOw _ 2
a0  Z(2)
cioe : o
Ot)+aKO(l) =0
(4.7)
Z"()+KZ(z) =0
La condizione (4.5)) diventa:
O(t) Z(£ry) =0
e dovendo essere O(t) # 0 (altrimenti la soluzione & banale), si ha:
Z(=rw) = Z(ry) =0 (4.8)

mentre la condizione (4.4) verra usata piu avanti.
Cominciamo dunque a cercare soluzioni per la seconda equazione delle (4.7))
con le condizioni (4.8]).
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4.3.3 L’equazione in Z(z)

Z'"2)+KZ(z) =0 con  Z(—ry) = Z(ry) =0

non ¢ un problema ai valori iniziali (di Cauchy), ma ai limiti, e quindi non &
garantita ’esistenza e I'unicita della soluzione. Vedremo che per certi K non
esistono soluzioni non nulle, mentre per certi altri ne esistono infinite.

Caso K = 0 (nessuna soluzione non nulla). L’equazione diventa Z”(z) = 0
che dd Z(z) =az+ b che soddisfa le condizioni ai limiti solo per a = b = 0.

Caso K < 0 (nessuna soluzione non nulla). L’integrale generale & :
Z(z) = c1 exp(qz) + co exp(—q2) con q= V-K
Imponendo le condizioni ai limiti si ricava il sistema nelle incognite ¢; e c¢s:
c1 exp(qry) + co exp(—qry) =0
¢1 exp(q (=rw)) + ¢z exp(—q(=ry)) = 0

Esso ha determinante exp(2qr,,) — exp(—2¢r,) #0 per ¢ # 0 e quindi ha solo
la soluzione nulla ¢; = ¢2 = 0 che darebbe nuovamente Z(z) = 0.

Caso K > 0 (allora scriveremo K = K?2). L’integrale generale & :
Z(z) = ¢1 cos(K z) + easin(K z) = ¢; cos(K z)

in quanto ci aspettiamo soluzioni pari in z per motivi di simmetria del sistema
fisico rispetto al piano z = 0, e quindi possiamo porre ¢y = 0.
Imponendo le condizioni ai limiti:

c1 cos(Kry) =0

e dovendo essere ¢ # 0 per evitare la soluzione nulla:

™

Kro=(2j-1)5 =123 ...
Quindi per i valori®
— 1 g7, 2 .
szKfzﬁb(zJ—m} j=1,2,3,...

w

abbiamo le corrispondenti infinite ( al variare di ¢;) soluzioni:

Zi(2) = c1 cos [Z g (25 — 1)]

w

6T valori —K; diconsi autovalori del problema e le corrispondenti soluzioni Z; diconsi
autofunzioni.



44 CAPITOLO 4. ESEMPI DI EQUAZIONI ALLE DERIVATE PARZIALI

4.3.4 L’equazione in O(t)

Per i valori K; = K ]2 trovati, risolviamo ora la prima delle equazioni (4.7))
O'(t)+aK;0(t) =0

E un’equazione differenziale ordinaria del primo ordine a variabili separabili:

0;(t) = c5 exp(—a Kjt) = cs eXp{_ [2(2‘7 - 1)}2 fﬁf}

4.3.5 Conclusioni

Per l'equazione (4.3) otteniamo quindi le soluzioni di tipo (4.6)):
2 at
Yj(t,z) = ¢ exp{—{g@j—l)] %}-COS[

che soddisfano tutte la condizione Y (¢, £r,) = 0, ma non la Y (0, z) = 1.

Per soddisfare anche quest’ultima condizione consideriamo somme di Yj(, z)
per diversi valori di j. Tali somme, per qualunque scelta dei ¢; soddisfano ancora
l’equazione (4.3) perché essa ¢ lineare e si annullano anch’esse per z = +£r,,.

In realta si considera la serie di tutte le Y;:

Zei-n]  G-aq

Tw

“+oo
Y(t,2) = Z Yj(t, 2)

e si pud dimostrare” che queste affermazioni valgono ancora. Su questa funzione
si impone la condizione Y (0, z) = 1. Dando a t il valore 0 i fattori esponenziali
si riducono all’unita e si ottiene:

400

ZC]‘ cos |:Z g (2] — 1):| =1 Vz € (—Tw7+rllz)
Tw

j=1

Si puo dimostrare (vedi traccia nel prossimo paragrafo) che i valori:

o Ay
T (25 -1)

soddisfano tale condizione e quindi otteniamo la soluzione del problema, (4.3)) (4.4) (4.5)):
+o00 i
—4(-1) T, 2 at z T,
Y(tz) =Y — L _[72_1}7 = Z2j-1
(t,2) ;ﬂ@]_l)exp{ i- 1] 2 cos| 2 22 1)

Infine, per ottenere la soluzione della equazione iniziale nell’incognita T'(¢, 2),
occorre naturalmente tenere conto dell’espressione che la lega alla Y (¢, 2):

T(t, Z) = (TO — Tl) Y(t, Z) —+ T1

"Non abbiamo a che fare con serie di potenze; per una dimostrazione rigorosa
occorrerebbero altre nozioni preliminari.
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4.3.6 1l calcolo dei coefficienti c;

Questo problema e analogo a quello di trovare i coefficienti di una combinazione
lineare di vettori v, dello spazio euclideo R? che dia come risultato un certo

-
vettore assegnato v':
3
— —
E CL,LVk = V
k=1

. — . RN . . = — .
Se i vk sono ortogonali a due a due, cioe se i prodotti scalari vj-vi sono nulli per
. . . — o« .
J # k, per trovare c; basta moltiplicare scalarmente per vj a destra e sinistra,
nella relazione precedente:

Il
<

3
— — - —
Vj'g Cr Vk iV
k=1

3
- — - —
E CLVj Vk = Vj* V
k=1
Nella sommatoria, solo il termine per k = j ¢ diverso da zero, quindi:
= =
CjVj Vi = Vj- V

e si ottiene:

- —
ViV
C; = ﬁ
Vj - Vj
Se esprimiamo i vettori in questione tramite componenti cartesiane, per esempio
S — (o] 2 0338
vi = (v;,vf,07)%

D L v S
Dz v V5 Dz (U;')Q
Possiamo pensare un vettore come una funzione definita sull’insieme finito fat-
to dai tre elementi {1,2,3} e a valori reali. Essa & assegnata semplicemente
elencando le immagini (v(1),v(2),v(3)) dei tre elementi del dominio che non
sono altro che le componenti (v!,v?,v3) del vettore. Con questa notazione la
relazione precedente diventa:

3 . .
o = Zi:l v; () v(i)
T T )
i=1\Yj
Queste considerazioni si possono estendere? al caso di funzioni definite su un
insieme continuo di numeri (qui lintervallo [—7,, +7]), introducendo, come

analogo del prodotto scalare Zle u(i)v(i) di due vettori W e V', il seguente
prodotto scalare di funzioni, dove la somma & sostituita dall’integrale:

/—le u(z)v(z)dz

—Tw

81 numerini in apice sono indici, NON esponenti!
9L’ambiente giusto per questi concetti & quello degli spazi di Hilbert



46 CAPITOLO 4. ESEMPI DI EQUAZIONI ALLE DERIVATE PARZIALI

Torniamo al nostro problema: dobbiamo trovare dei coefficienti ¢, che sod-
disfino la relazione

“+oo

ch cos [z g (2k — 1)} =1 Vz € (—Tw, +Tw)
Tw

k=1

che & analoga a quella della pagina precedente, dove le funzioni cos | = 7 (2k — 1)}

sostituiscono i vettori vy e la funzione costante uguale a 1 sta per il vettore v .
Si noti che le funzioni coseno in questione sono ortogonali rispetto al prodotto
scalare introdotto; infatti:

+7uw

/ cos [ZW(le)] cos {ZW(Zjl)} dz =0 per j#k

—rw Tw 2 w 2

(Verificare per esercizio, ricordando: cos(a) cos(3) = [cos(a+8)+cos(a—73)]/2)
Supponendo che tali coefficienti esistano e procedendo pit euristicamente che

rigorosamente!?, imitando la formula ricavata alla fine della pagina precedente,

otteniamo:

A (cos|[Z3@i-1)|)1d=  _yqy

f+r“’ (cos [i 525 — 1)])2 dz S om(2j-1)

¢j

—Tw

Un calcolo piu rigoroso dei coeflicienti c; richiederebbe la teoria delle se-
rie di Fourier. Per chi la conosce, notiamo che il periodo della somma della
serie di funzioni & 4r, (esso ¢ il periodo del coseno di frequenza piu bassa
che compare nella serie). Inoltre se la somma della serie deve essere 1 sull’in-
tervallo (—ry, +7y), essa deve essere —1 su [ry,, 3ry]. Infatti, ricordando che
cos(x + (25 — 1)) = —cos(z), si ha:

24 2r, ™
cos | —

(2j — 1)} = —cos {Z g(Qj - 1)]

T‘w 5 w
e quindi la somma della serie s(z) soddisfa:
s(z+2ry) = —s(z) = -1 per 2z € (—Tw,Tw)

Per trovare i coeflicienti c¢; basta allora sviluppare in serie di Fourier la funzione
periodica di periodo 4r,, che vale 1 su (—ry, +7,) € vale —1 su (74, 37y).

10Per esempio assumendo che i passaggi fatti per le somme finite valgano anche per la serie
di funzioni in questione
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4.4 Un problema di diffusione in sistemi fluenti

In un problema di diffusione in una colonna a pareti bagnate!l si presenta la
seguente equazione:
oc D 0?c . 1 dc
U— = — + - =
0z or2  r or

(dove u e D sono costanti), con le condizioni:

c(r,0) = ¢ Vr: 0<r <y,
(4.9)
(T, 2) = Cyw Vz >0

4.4.1 Il cambiamento iniziale di funzione incognita

Iniziamo la risoluzione del problema con un cambiamento di funzione incognita
(analogo a quello del paragrafo sulla diffusione del calore) per ridurre ¢y e ¢,
rispettivamente ai valori 1 e 0, cosa che rendera possibile i calcoli successivi,
come vedremo. Poniamo dunque:

c(r,z) — cw

C<T7 Z) =

Co — Cuw

e ricaviamo ¢(r, z) per poterne calcolare le derivate parziali, in funzione di quelle
di C(r, 2):
c(r,z) = (co— cw) C(r,2) + ¢y

dalla quale otteniamo, essendo cgy e ¢,, costanti:

oc o 0c
82_60 w 0z

&7(6_6)870 - &7(6_6)8270
or 0T ™ g orz ~ 0T W g

Sostituendo nell’equazione e nelle condizioni (4.9) otteniamo la stessa equazione
(nell’incognita C(r, z)):

oC 9*’C  10C

— =D |—=+-—— 4.1

"0z [87"2 r 87“} (4.10)
con le condizioni:
Ciroy = 0= _ozcw (4.11)
Co — Cy Co — Cy

C(T Z) _ C(Tw,Z) — Cyw _ Cw — Cw -0 (4 12)

WL g —Cw € —Cw ’

1 Forni, op.cit. pag.381
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4.4.2 La separazione delle variabili

Il metodo di separazione delle variabili consiste ora nel cercare soluzioni dell’e-
quazione (4.10) che siano del tipo

C(r,z) = R(r) - Z(z) (4.13)

cio¢ esprimibili come prodotto di una funzione R(r) della sola r, per una Z(z)
della sola z; questo portera a risolvere due equazioni differenziali ordinarie in
funzioni incognite diverse, ma collegate fra loro da un parametro.

Per soddisfare la condizione (4.11)) dovremo poi considerare somme (anzi,
serie) di tali prodotti, e tale somma sara ancora soluzione dell’equazione per
la linearita di quest’ultima. Inoltre la condizione (4.12) sara automaticamente
assicurata dal fatto che, se delle funzioni valgono tutte zero in certi punti, anche
la loro somma vale zero negli stessi punti.

Dalla (4.13) ricaviamo:

oC ,
el ) rrc
ar (r) Z(z) = oz R"(r) Z(z)

e sostituendo nella (4.10):
WR()Z'() = D {R"(r) + iR'(r)} 2(2)

Ipotizzando R(r) e Z(z) diverse da zero, dividendo per R(r)Z(z):
Z'(z) _ {R”(T) 1 R’(T)]
Z(2) R(r) r R(r)

I due membri di questa identita dipendono da variabili diverse e indipendenti

fra loro, quindi possono essere uguali solo se assumono lo stesso valore costante
—( al variare comunque di r e z:

u

Vz2>0, 0<r<ry

Z'(z2) R"(r) 1 R'(r)
- _3=0D -
T ==y R
cioe :
uZ'(z) = - Z(z)
(4.14)
rR"(r)+rR'(r) + %7‘2 R(r) =0
La condizione (4.12)) diventa:
R(ry)Z(z) =0
e dovendo essere Z(z) # 0 (altrimenti la soluzione ¢ banale), si ha:
R(ry) =0 (4.15)

mentre la condizione (4.11) verra usata pil avanti.
Cominciamo dunque a cercare soluzioni per la seconda equazione delle (4.14])
con la condizione (4.15).
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4.4.3 L’equazione in R(r)

r?R"(r)+rR'(r) + %7‘2 R(r) =0 R(ry) =0
Se il coefficiente % = + valesse uno, avremmo 1’equazione di Bessel di ordine
zero. Possiamo rifarci a questo caso con un cambiamento di variabile indipen-
dente, cio¢ immaginando R(r) composta di una nuova Y (t) con t = r,/7.
Quindi:
R(r) = Y (rv7)
R'(r) = 7Y '(ry7)
RN(T') _ 'YYH(T\/’?>
Sostituendo nell’equazione:

Y () + Y (1) 4 12 Y () = 0
(VA Y " (ry7) + ryAY (/) + (ry/3) Y () = 0
ed essendo t = r,/7:
Y ) +tY'(t) +t2Y(t) = 0

che ha soluzioni'?  Y(t) = aJy(t) dove a ¢ una costante e Jy la funzione di
Bessel di prima specie di ordine zero vista al paragrafo 2.5.3 .
Quindi ’equazione di partenza ha soluzioni:

R(r) = aJo(rv7) = aJo <r g) (4.16)

Imponendo la condizione R(r,) = 0 ricaviamo i valori della costante 5 ammis-
sibili per il problema (4.14). Otteniamo infatti:

e - o3 o

per cui, se oy, per n =1,2,3,... sono gli zeri della funzione Jy:
/B 2 B 2 a;
Tw Ezan = Twﬁzan = /BHZD%

Sostituendo i valori trovati di 8 nella (4.16) otteniamo le soluzioni corrispondenti
del problema enunciato a inizio pagina:

12 sarebbero anche altre soluzioni, indipendenti da queste, date dalle funzioni di Bessel
di seconda specie, ma vanno all’infinito per t — 0, quindi sono da scartare per motivi fisici.
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4.4.4 L’equazione in Z(z)
Per i valori §,, trovati, risolviamo ora la prima delle equazioni (4.14])
wZ'(2)+B,Z(2) =0

E un’equazione differenziale ordinaria del primo ordine a variabili separabili:

D 2
Z,(z) = @ exp <ﬂnz> = @ exp < OZ‘Z)
u u

4.4.5 Conclusioni

Per I'equazione (4.10) otteniamo quindi le soluzioni di tipo (4.13):

D o? Qnp _
Cn(r,2z) = an exp (_uraz) -Jo (rrw> (an = aq)

che soddisfano tutte la condizione C(ry, z) = 0, ma non la C(r,0) = 1.

Per soddisfare anche quest’ultima condizione consideriamo somme di C,, (7, 2)
per diversi valori di n. Tali somme, per qualunque scelta degli a,, soddisfano
ancora 'equazione (4.10) per la sua linearita , e si annullano anch’esse per
r="Ty.

In realta si considera la serie di tutte le C,,:

+oo
C(r,z) = ) Culr,2)
n=1

e si pud dimostrarel? che queste affermazioni valgono ancora. Su questa funzione
si impone la condizione C(r,0) = 1. Dando a z il valore 0, i fattori esponenziali
si riducono all’unita e si ottiene:

+oo
ZanJo (rf") =1 Vr € (0,ry)
n=1 w

Si puo dimostrare (vedi traccia in un successivo paragrafo) che i valori:

2

tn = (679 Jl(an)

soddisfano tale condizione e quindi otteniamo la soluzione del problema (4.10]) (4.11)) (4.12):
+oo 2
2 D« o
C = R — ) J. -_n
w9 =% e (e e) o ()

Infine, per ottenere la soluzione della equazione iniziale nell’incognita ¢(r, 2),
occorre naturalmente tenere conto dell’espressione che la lega alla C(r, z):

e(r,z) = (co— cw) C(r,2) +

13Non abbiamo a che fare con serie di potenze; per una dimostrazione rigorosa
occorrerebbero altre nozioni preliminari.
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4.4.6 1l calcolo dei coefficienti q,,

Il problema ¢ analogo a quello trattato nel corrispondente paragrafo a proposito
della diffusione del calore: dobbiamo trovare dei coefficienti a,, che,
vVt = - € (0,1), soddisfino la relazione:

+oo
> an Jo(amt) =1 (4.17)

n=1

Questa volta le funzioni Jy(ay, t) in questione sono ortogonali rispetto al peso
t come abbiamo anticipato al paragrafo 2.5.3, cioe :

1
/ tJo(a;t) Jo(ant)dt = 0 per j#n
0

Supponendo che i coefficienti a,, esistano e procedendo piu euristicamente che
rigorosamente’®, moltiplichiamo ambo i membri della (4.17) per ¢ Jo(o;t) e
integriamo fra 0 e 1:

“+ o0 1 1
> an/ t Jo(ajt) Jo(an t) dt = / t Jo(ay t) dt
el 0 0

Tutti i termini della serie sono nulli, tranne quello per n = j:

1 1
aj/o tJo(ajt)Jo(ajt)dtz/o tJQ(O{jt)dt (418)

Ricordando, dal paragrafo [2.5.3, che:

/0 tJg (o t)dt = %le(aj) e /J;Jo(a:) dx = z J1(x)

e tenendo presente che gli «; sono gli zeri della funzione Jy, (da non confondersi
con i coefficienti a; che stiamo calcolando), la (4.18) diventa:

1
. 1 =
: = | tdh(at)dt = —lzJi(x)iy’ =
a; = /O o(at) a?[ﬂf 1(#)]z=0 o

(si & calcolato I'integrale con la sostituzione x = ¢; t), da cui finalmente:

2

0 = 2
T i)

14Per esempio assumendo che ’integrale della serie sia la serie degli integrali
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4.4.7 1l valor medio della soluzione

Denotiamo con ¢ il valor medio di una funzione ¢ definita su un insieme A del
piano:

1
c= —— c(x,y)dxd
misura(A) /A () Y
Allora, se ¢ e ¢, sono costanti:
_ 1 1 1
C—Cy (misura(A) fA C) — Cw . (misura(A) fA C) B (misura(A) fA Cw) o
Cco — Cuw Co — Cy Co — Cy

1 -
__ misura(A) fA (C - Cw) o 1 / C—Cy C— Cy
Co — Cy misura(A) J4 co — cw Co — Cu

Quindi per ottenere 1’espressione CC[';C“’ dove ¢ ¢ la soluzione del problema di

Cw

cui ai paragrafi precedenti, bastera calcolare la media della C' = %

w
L’insieme sul quale vogliamo la media ¢ la sezione orizzontale, cioe per z costante,
della colonna verticale cilindrica, avente per asse l'asse z, e di raggio .

Dal momento che stiamo operando in coordinate cilindriche, avremo:

o 1 27 Tw
C=— do rC(r,z)dr = (4.19)
w1y, Jo 0
1
= 2/ pC(pry,z)dp (ponendo: r=pr, dr=r,dp)
0
400 2 1
1 D« /
=14 —— exp| —— 22 anpJo(a,p)dp =
;aih(an) p( w s ) | anpdo(anp)dp
“+o0 2 e
1 D « 1 "
4 —_ -2 Jo(x)d =ay
ngl o2 (o0 exp( w2 z) -~ /0 xJo(x) dx (z = app)
+o00 2
1 D« 1
= 4 . [ — (] I J QAn
2 W) o (4 5 2) o G
00 2
1 D o

2
n
ricordando che [zJo(z)dz = xJi(z). E infine:

— — — +oo

¢ — Cp C— Cy +Cuw — Co C— Cy 1 Dai
= =1 =1—4 E — exp ———22

Cw — Co Cw — Co Cco — Cy —~ aj u s

Osservazione 36 Il fattore r nell’integrale (4.19) ¢ lo Jacobiano: per rendersi
conto della sua necessita , si noti che con esso si ha C = C nel caso C' costante:

1 27 Tw 1 2
C = d0/ rCdr = — 202 = C
0 0 T™Try 2

2
Tra





