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Argomenti di base
Notazioni e convenzioni
Col termine “curva” intenderemo sempre una curva algebrica piana proiettiva.

Le curve algebriche piane considerate in questa tesi sono supposte irriducibili e ridotte.
Tutte le curve sono pensate appartenenti al piano proiettivo complesso 
[image: image1.wmf]2
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, allo scopo di semplificare l’analisi delle curve, essendo 
[image: image2.wmf]£

 algebricamente chiuso.
La notazione “
[image: image3.wmf]: f(x:y:z)0
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” significa “
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 di equazione 
[image: image5.wmf]f(x:y:z)0

=

”.

Col simbolo 
[image: image6.wmf](P)

 indicheremo il fascio di rette passanti per il punto P.
Tutti i calcoli necessari per lo sviluppo degli esempi sono stati eseguiti con l’ausilio del software Derive™ 6.
Punti singolari

Def.: Un punto P di una curva 
[image: image7.wmf]G

 si dice singolare per 
[image: image8.wmf]G

 se ogni retta passante per P ha molteplicità di intersezione 
[image: image9.wmf]2
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 con 
[image: image10.wmf]G

 in P.
Def.: Se tutte le rette del fascio 
[image: image11.wmf](P)

, a parte un numero finito, hanno molteplicità di intersezione esattamente 2 (risp. 3, n) con la curva 
[image: image12.wmf]G

 in P il punto si dice doppio (risp. triplo, 
[image: image13.wmf]n-plo

).

Classifichiamo i punti doppi:

Nodi ordinari

Se le due tangenti principali alla curva 
[image: image14.wmf]G

 nel punto P sono distinte, qualunque sia il comportamento delle due curve osculatrici ai due rami di 
[image: image15.wmf]G

 che concorrono in P, ovvero qualunque sia la molteplicità di intersezione tra le tangenti principali a 
[image: image16.wmf]G

 in P, chiamiamo P nodo ordinario per 
[image: image17.wmf]G

.
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Se invece le due tangenti principali coincidono è necessaria una classificazione più approfondita:
Cuspidi di prima specie

Se la molteplicità di intersezione tra 
[image: image20.wmf]G

 e l’unica tangente principale in P è 3 si dice che P è una cuspide di prima specie per 
[image: image21.wmf]G

.
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Se la molteplicità di intersezione tra 
[image: image23.wmf]G

 e l’unica tangente è 4 bisogna classificare vari casi:
Nodi di seconda specie (tacnodi)
Se esistono due parabole osculatrici a 
[image: image24.wmf]G

 in P distinte, chiamiamo P nodo di seconda specie o tacnodo.
[image: image25.png]


    [image: image26.png]



Cuspidi di seconda specie (rostri)
Se esiste un’unica parabola osculatrice e questa ha molteplicità di intersezione 5 con 
[image: image27.wmf]G

 in P, si dice che P è una cuspide di seconda specie o rostro.
[image: image28.png]



Nodi e cuspidi di specie superiore

Proseguendo con questa analisi dei punti doppi si ottengono in modo naturale le definizioni di nodi e cuspidi di specie superiore.
Curve polari
Data una curva 
[image: image29.wmf]G

 di ordine n di e di equazione 
[image: image30.wmf]f(x:y:z)0

=

 e dato un punto 
[image: image31.wmf]PpP
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, non appartenente alla curva, si dice curva polare prima del punto P rispetto alla curva 
[image: image32.wmf]G

 la curva di equazione
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Se la curva 
[image: image34.wmf]G

 ha un punto M di molteplicità r (
[image: image35.wmf]2

³

), esso sarà di molteplicità almeno 
[image: image36.wmf]r1
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 per la polare prima di un qualsiasi punto P (non appartenente a 
[image: image37.wmf]G

) rispetto a 
[image: image38.wmf]G

.
Trasformazioni quadratiche

Def.: Diciamo che due piani 
[image: image39.wmf]p

 e 
[image: image40.wmf]¢

p

 sono in corrispondenza quadratica se fra i loro punti esiste una corrispondenza algebrica genericamente biunivoca, 
[image: image41.wmf]w

, tale che, se un punto P su 
[image: image42.wmf]p

 descrive una retta, il suo punto immagine 
[image: image43.wmf]P
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 su 
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p

 descrive una conica.
Dire che 
[image: image45.wmf]P(x:y:z)
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, punto generico sul piano 
[image: image46.wmf]¢
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, è immagine attraverso una corrispondenza biunivoca 
[image: image47.wmf]w

 di 
[image: image48.wmf]P(x:y:z)
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, punto generico sul piano 
[image: image49.wmf]p

, significa che la trasformazione quadratica 
[image: image50.wmf]w

 ha equazioni
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con 
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 polinomi omogenei, con 
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.
Analogamente 
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con 
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 polinomi omogenei, con 
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Sfruttiamo ora la definizione di trasformazione quadratica per capire le caratteristiche di 
[image: image57.wmf]w

.

Se sul piano 
[image: image58.wmf]p

 il punto P percorre una retta generica
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il luogo descritto dal suo punto immagine 
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 su 
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 è una curva
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[image: image62.wmf]123

H: f(x:y:z)f(x:y:z)f(x:y:z)0

¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢

l+m+n=

.
Ora sfruttiamo il fatto che, per definizione di trasformazione quadratica, la curva 
[image: image63.wmf]H
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 deve essere una conica, quindi i polinomi omogenei 
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 devono essere di secondo grado.
Inoltre, dato 
[image: image65.wmf]P(x:y:z)
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, le coordinate del punto 
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, trasformato di P attraverso 
[image: image67.wmf]w

, sono soluzione del sistema [0.i] rappresentante 
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. Ma, siccome stiamo lavorando nel piano proiettivo, basta risolvere il sistema
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Le due equazioni di questo sistema rappresentano due coniche in nel piano 
[image: image70.wmf]¢
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, che, in generale, tra loro hanno 4 punti comuni, quindi per conservare la biunivocità di 
[image: image71.wmf]w

 è necessario che tre di questi punti, 
[image: image72.wmf]2
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, 
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 e 
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, siano indipendenti dalla scelta di P, sicché rimane una sola intersezione libera, 
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, dipendente dalla scelta di P.
Visto che 
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 e 
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 sono soluzione del sistema [0.iv] indipendentemente dalla scelta di 
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, devono essere soluzioni del sistema
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in cui ogni equazione rappresenta una conica nel piano 
[image: image81.wmf]¢
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.
Quindi la rete di conche rappresentata da [0.iii] al variare della terna 
[image: image82.wmf](::)
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 è omaloidica, cioè due sue curve generiche hanno tre intersezioni fisse, in 
[image: image83.wmf]2
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, 
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 e 
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, e una variabile in funzione della scelta di 
[image: image86.wmf](::)
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. Questa rete viene detta rete omaloidica fondamentale della trasformazione quadratica 
[image: image87.wmf]w

.
Quindi le 
[image: image88.wmf]2
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 rette sul piano 
[image: image89.wmf]p

 rappresentate da [0.ii] vengono trasformate, per mezzo di 
[image: image90.wmf]w

, nelle 
[image: image91.wmf]2
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 coniche della rete omaloidica fondamentale, tutte passanti per 
[image: image92.wmf]2
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, 
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 e 
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, detti punti fondamentali su 
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 della trasformazione quadratica 
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.
Ripetendo un discorso analogo per 
[image: image97.wmf]1
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 troviamo tre punti, 
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, 
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 e 
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, comuni alle coniche, sul piano 
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, 
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 con 
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, che chiamiamo punti fondamentali su 
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 della trasformazione quadratica 
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.
Le due coniche, su 
[image: image106.wmf]¢
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, rappresentate dalle equazioni del sistema [0.iv] sono generatrici di un fascio di coniche, contenuto nella rete omaloidica fondamentale di 
[image: image107.wmf]w

, passanti per i tre punti fondamentali di 
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 su 
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 e per il punto 
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 immagine attraverso 
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 del punto P. Quindi tale fascio di coniche su 
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 è immagine del fascio di rette 
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 su 
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Scegliamo ora 
[image: image115.wmf]2
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. Il fascio di coniche di cui detto sopra diventa un fascio di coniche degeneri spezzate nella retta 
[image: image116.wmf]22
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 e nel fascio di rette 
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. Questo viene trasformato, tramite 
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, nel fascio di rette 
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. Quindi osserviamo che il punto 
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 viene trasformato, tramite 
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, nella retta 
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. Un discorso analogo si può fare per i punti 
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 e 
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. Questo significa che i tre punti fondamentali fanno eccezione alla biunivocità di 
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.
Intorni successivi di un punto
Def.: Data una trasformazione quadratica 
[image: image126.wmf]w

, avente punti fondamentali 
[image: image127.wmf]1
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, 
[image: image128.wmf]1
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 e 
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, chiamiamo intorno di primo ordine di 
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 l’insieme delle intersezioni uscenti da 
[image: image131.wmf]1
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 identificate, in modo naturale, con le rette del fascio 
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. Esse hanno come immagini, tramite 
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 (in particolare tramite 
[image: image134.wmf]A
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), i punti della retta 
[image: image135.wmf]22
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.
Def.: Nelle ipotesi precedenti definiamo intorno di secondo ordine di 
[image: image136.wmf]1
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 la controimmagine, tramite 
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, dell’unione degli intorni del primo ordine dei punti di 
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.
In modo naturale si definiscono gli intorni successivi del punto 
[image: image139.wmf]1
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.
Per studiare meglio la trasformazione quadratica 
[image: image140.wmf]w

, in relazione ai punti fondamentali, definiamo una corrispondenza proiettiva 
[image: image141.wmf]A12
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 tra il fascio centrato in 
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Identifichiamo le rette del fascio 
[image: image144.wmf]1
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 con i punti nell’intorno di primo ordine di 
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 e le rette del fascio 
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 con i punti in cui queste intersecano la retta 
[image: image147.wmf]22
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.

Così abbiamo identificato una corrispondenza biunivoca tra i punti nell’intorno di primo ordine di 
[image: image148.wmf]1
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 e i punti della retta 
[image: image149.wmf]22

BC

.

Capitolo I: Trasformazione delle curve algebriche
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Vediamo innanzitutto come una trasformazione quadratica  MACROBUTTON MTEditEquationSection2 Equation Chapter 1 Section 1 agisce su una curva generica 
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 appartenente a un piano 
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.

In generale 
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 passi per i tre punti fondamentali 
[image: image154.wmf]111

A, B, C

 di 
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 con molteplicità rispettivamente r, s, t (
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). Per comodità studieremo solo il punto 
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 essendo analogo il discorso per 
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Siccome l’immagine di 
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 attraverso la 
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 in 
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Determiniamo il grado di 
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: considerata una conica generica K passante per 
[image: image175.wmf]111

A, B,C

 in 
[image: image176.wmf]p

, ad essa corrisponde una retta generica 
[image: image177.wmf]k

¢

 in 
[image: image178.wmf]¢

p
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Siccome 
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Ma, essendo le 
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Proposizione i Se la molteplicità di intersezione in 
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Dim.: Innanzitutto, siccome stiamo studiando il punto 
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, possiamo disomogeneizzare l’equazione di 
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Rimane da studiare il caso in cui 
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in cui si è messo in evidenza solo il termine di grado minimo rispetto alla variabile 
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Proposizione ii Se una conica 
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 della rete omaloidica fondamentale 
[image: image332.wmf]2

1

K

 in 
[image: image333.wmf]p

 è tangente a 
[image: image334.wmf]i

t

 in 
[image: image335.wmf]1

A

 e ha molteplicità di intersezione 
[image: image336.wmf](j)

i

rm

+

 con 
[image: image337.wmf]G

, allora la retta 
[image: image338.wmf](j)

i

k

, trasformata della 
[image: image339.wmf](j)

i

K

 attraverso la 
[image: image340.wmf]w

, ha molteplicità di intersezione 
[image: image341.wmf](j)

i

m

 con 
[image: image342.wmf]¢

G

 in 
[image: image343.wmf]i

P

¢

.
Dim.: L’equazione di una conica generica passante per 
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Avere molteplicità di intersezione 
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 il risultante 
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, perché la soluzione 
[image: image359.wmf]y0

=

 ha molteplicità 
[image: image360.wmf](j)

i

rm

+

.
La retta 
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 ha equazione 
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In questo sistema, come nel precedente, la molteplicità di intersezione delle due curve in 
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, termine che contribuiva ad aumentare di r la molteplicità di intersezione, si ha che la molteplicità di intersezione tra la retta 
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Riassumendo, nell’ipotesi che una curva algebrica 
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 giaccia su un piano 
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 e che sia definita una trasformazione quadratica 
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 tra il piano 
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: 
· conoscendo la molteplicità dei tre punti fondamentali di 
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 nel piano 
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, si ricavano il grado di 
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 e la molteplicità dei tre punti fondamentali di 
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 per 
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;
· conoscendo le tangenti principali di 
[image: image384.wmf]G

 (e la loro molteplicità) in un punto fondamentale, si ricavano tutti i punti di intersezione tra 
[image: image385.wmf]¢
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 e la retta immagine attraverso la 
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 del punto fondamentale stesso (con la loro molteplicità);
· conoscendo la molteplicità di intersezione tra le tangenti principali e 
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 in un punto fondamentale, si ricava la molteplicità di intersezione  tra 
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 e le rette immagini delle tangenti principali nei punti in cui queste incontrano 
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 lungo la retta immagine del punto fondamentale stesso;
· conoscendo le coniche osculatrici a 
[image: image390.wmf]G

 in un punto fondamentale, coniche appartenenti alla rete omaloidica fondamentale (e la molteplicità di intersezione con 
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 in tale punto), si ricavano, trasformandole attraverso la 
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, le tangenti principali a 
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 nei punti di intersezione di 
[image: image394.wmf]¢

G

 con la retta immagine del punto fondamentale stesso;
· viceversa studiando i punti di intersezione della 
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 con una retta passante per due punti fondamentali, si ricava il comportamento della 
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 nel punto fondamentale immagine attraverso la 
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 della retta stessa (molteplicità, tangenti principali e molteplicità di intersezione con le coniche della rete omaloidica fondamentale).
Facciamo ora un esempio pratico di come sfruttare tutte queste informazioni.
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La sua inversa è 
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 e i punti fondamentali di 
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Figura I‑i: curva 
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 nel piano 
[image: image408.wmf]p



[image: image409.wmf]1

A

 è un punto doppio per 
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Quindi siccome il grado di 
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Figura I‑ii: curva 
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Le tangenti principali a 
[image: image440.wmf]G

 in 
[image: image441.wmf]1

A

 sono 
[image: image442.wmf]1

t: x2y0

-=

 e 
[image: image443.wmf]2

t: x2y0

+=

 con molteplicità di intersezione con 
[image: image444.wmf]G

 in 
[image: image445.wmf]1

A

 rispettivamente 
[image: image446.wmf]1

rl3

+=

 (
[image: image447.wmf]1

l1

=

) e 
[image: image448.wmf]2

rl3

+=

 (
[image: image449.wmf]2

l1

=

).

Quindi 
[image: image450.wmf]1,2

(t): (yz)(x2y)0

¢¢¢¢

w--=

m

, epurata della componente corrispondente a 
[image: image451.wmf]22

BC

 (cioè 
[image: image452.wmf]yx

¢¢

-

) si ottiene 
[image: image453.wmf]1,2

t: x2y

¢¢¢

m

. Ne consegue che i punti di intersezione di 
[image: image454.wmf]22

BC

 con 
[image: image455.wmf]C

¢

 sono 
[image: image456.wmf]1,2

P(2:1:1)

¢

º±

.
Quindi 
[image: image457.wmf]C

¢
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La rete omaloidica fondamentale di 
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 è 
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Per determinare in questa rete di coniche le due osculatrici a 
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Per farlo usiamo il metodo del risultante: consideriamo le equazioni disomogeneizzate di 
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 e della conica generica della rete omaloidica fondamentale
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Calcoliamo il risultante rispetto a x e poniamolo uguale a 0
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Ora annulliamo più coefficienti possibile dei gradi minimi di y, cioè risolviamo il sistema
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le cui soluzioni, a meno di proporzionalità, sono le terne 
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Quindi le terne cercate sono, a meno di proporzionalità, 
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Le rette immagine di queste due coniche sono le due rette 
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Infine i punti di intersezione tra 
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Figura I‑iii: curva 
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, retta 
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Figura I‑iv: curva 
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Capitolo II: Scioglimento delle singolarità


In tutto il capitolo chiamiamo 
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II.1 Nodi ordinari

Consideriamo una curva 
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 avente un punto doppio in 
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, in particolare un nodo ordinario. In quanto nodo ordinario le due tangenti principali 
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A pagina 3 abbiamo visto che se 
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Siccome le tangenti principali sono distinte i punti 
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Le tangenti a 
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[image: image542.wmf]1,2

k

¢

, trasformate delle coniche 
[image: image543.wmf]1,2

K

, appartenenti alla rete omaloidica fondamentale 
[image: image544.wmf]2

1

K

, osculatrici a 
[image: image545.wmf]G

 in 
[image: image546.wmf]1

A

.
Consideriamo un punto 
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 nell’intorno di secondo ordine di 
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Quindi due archi di 
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Quindi, grazie a 
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, abbiamo sciolto un nodo ordinario in due rami separati.
Esempio di questo è l’Esempio i in cui l’origine è un punto singolare per la curva 
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 e attraverso la 
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Figura II‑i: illustrazione di come, attraverso la 
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, il nodo ordinario in 
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II.2 Cuspidi di prima specie

Ora analizziamo una curva 
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 che abbia una cuspide di prima specie nel punto doppio 
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Inoltre 
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 è la retta trasformata della conica degenere della rete omaloidica fondamentale 
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Esempio ii Consideriamo la curva 
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La sua inversa è 
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Figura II‑ii: curva 
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 nel piano 
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Figura II‑iii: curva 
[image: image632.wmf]¢
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Per trovare la tangente principale a 
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 in 
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 in cui va annullato il coefficiente del termine di grado minimo rispetto alla t 
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La retta trasformata di 
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Per quanto detto prima, 
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 ha un punto semplice in 
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Un intorno del punto 
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 viene trasformato nella retta 
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 e i due rami della cuspide vengono “allargati” fino a saldarsi senza singolarità nel punto 
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Figura II‑iv: illustrazione di come, attraverso la 
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, la cuspide di prima specie in 
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si trasforma in un punto semplice
II.3 Nodi e cuspidi di seconda specie
Ora analizziamo il caso in cui 
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 sia per la curva 
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 un punto doppio, nodo o cuspide di seconda specie, con tangente principale 
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Quindi 
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Analizziamo separatamente i due casi:

Nodo di seconda specie (tacnodo)

Se 
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 è un tacnodo per la 
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 esistono due differenti coniche, della rete omaloidica fondamentale, osculatrici in tale punto per 
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Questo significa che, grazie ad un’opportuna trasformazione quadratica, un nodo di seconda specie è stato trasformato in un nodo di prima specie, che a sua volta, secondo quanto detto in precedenza, può essere sciolto tramite un’altra opportuna trasformazione quadratica.

Esempio iii Consideriamo la curva 
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La sua inversa è 
[image: image700.wmf]2

2

xxzxy

:yyyz

zxyz

¢

=-

ì

ï

¢

w=-

í

ï

¢

=-

î

 e i punti fondamentali di 
[image: image701.wmf]w

 e 
[image: image702.wmf]1

-

w

 sono 
[image: image703.wmf]12

AA(0:0:1)

ºº

, 
[image: image704.wmf]12

BB(1:1:1)

ºº

 e 
[image: image705.wmf]12

CC(1:1:1)

ºº-

.
[image: image706.png](0
(D





Figura II‑v: curva 
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 nel piano 
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Figura II‑vi: curva 
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Per trovare la tangente principale a 
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 in 
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 disomogeneizzata: 
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 in cui va annullato il coefficiente del termine di grado minimo rispetto alla t 
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 la tangente principale è una sola di molteplicità doppia ed è 
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La retta trasformata di 
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Determiniamo le coniche, della rete omaloidica fondamentale, osculatrici a 
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 in 
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Le rette trasformate delle due coniche osculatrici sono 
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Figura II‑vii: illustrazione di come, attraverso la 
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, il tacnodo in 
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si trasforma in un nodo ordinario
Cuspide di seconda specie (rostro)
Se 
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 è un rostro per 
[image: image746.wmf]G

 esiste un’unica conica, della rete omaloidica fondamentale, osculatrice per 
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 in 
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[image: image750.wmf]¢

G

 nel punto 
[image: image751.wmf]1

P

¢

.
Inoltre la conica della rete omaloidica fondamentale osculatrice a 
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 in 
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 ha, in tale punto, molteplicità di intersezione 5 con 
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Questo significa che, grazie ad un’opportuna trasformazione quadratica, una cuspide di seconda specie è stata trasformata in una cuspide di prima specie, che a sua volta, secondo quanto detto in precedenza, può essere sciolta tramite un’ulteriore opportuna trasformazione quadratica.
Esempio iv Consideriamo la curva 
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La sua inversa è 
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Figura II‑viii: curva 
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 nel piano 
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Figura II‑ix: curva 
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Per trovare la tangente principale a 
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 in 
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 mettiamo a sistema le equazioni parametriche del fascio 
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 in cui va annullato il coefficiente del termine di grado minimo rispetto alla t 
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 la tangente principale è una sola di molteplicità doppia ed è 
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La retta trasformata di 
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Determiniamo le coniche, della rete omaloidica fondamentale, osculatrici a 
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 in 
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II.4 Generalizzazione a tutti i punti singolari
Consideriamo ora il caso dei punti di molteplicità superiore: supponiamo che 
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 Consideriamo una trasformazione quadratica 
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Lo stesso ragionamento si può ripetere per ogni 
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II.5 Scioglimento di un punto singolare
Lo scopo di tutto questo procedimento è di trasformare un qualsiasi punto singolare di una qualsiasi curva in un punto semplice, tramite un’opportuna successione di trasformazioni quadratiche. Per essere sicuri di raggiungere sempre questo obiettivo dobbiamo dimostrare che il procedimento prima illustrato ha sempre termine.
Per farlo, analizziamo innanzi tutto come un punto di intersezione tra due curve viene trasformato attraverso una trasformazione quadratica avente tale punto come punto fondamentale.
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La molteplicità di intersezione è esattamente 
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Continuando questo ragionamento si ottiene che la molteplicità di intersezione tra 
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dove l’
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 somma rappresenta la molteplicità di intersezione dovuta all’intorno di 
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 ordine del punto P.
Geometricamente il primo termine di questa somma rappresenta la molteplicità di intersezione dovuta alla semplice intersezione delle curve, il secondo termine quella dovuta alle tangenti principali comuni, il terzo quella dovuta alle coniche osculatrici comuni, il quarto quella dovuta alle cubiche osculatrici comuni ecc.
Ora sfruttiamo questo risultato per dimostrare che il processo di “scioglimento” dei punti singolari attraverso trasformazioni quadratiche successive ha sempre termine.
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Abbiamo così:
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che è stata epurata, secondo quanto detto a pagina 2, dal termine 
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Moltiplicando 
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Per il teorema di Eulero
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Questo implica che la curva di equazione
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appartiene al fascio avente come generatrici 
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Risaliamo da 
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 a 
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, di un punto 
[image: image1053.wmf]ij

P
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Iterando questo ragionamento per gli intorni successivi del punto P si ha la tesi. (
Il numero di intersezioni tra 
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 e 
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[II.i]

 rispetto a P, relativamente alle due curve  GOTOBUTTON ZEqnNum552880  \* MERGEFORMAT  e 
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ma questo numero rappresenta la molteplicità di intersezione tra 
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 e 
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 in P, che sappiamo essere finita, quindi i punti multipli infinitamente vicini a P sono in numero finito, ovvero gli intorni di P, associati alle differenti sommatorie, in cui sono presenti punti multipli di 
[image: image1072.wmf]G

 sono in numero finito.
Siccome in ogni operazione di scioglimento operata tramite un’opportuna trasformazione quadratica si trasforma uno di questi intorni in una retta, il processo ha termine quando non esistono più intorni successivi in cui siano presenti punti singolari per 
[image: image1073.wmf]G

.
Questo implica, per quanto detto in questo paragrafo, che il processo di trasformazione dei punti singolari presentato in questo capitolo ha necessariamente termine.

II.6 Invarianza di un punto singolare rispetto a una trasformazione quadratica generica
In questo paragrafo vogliamo mostrare che, scegliendo opportune trasformazioni quadratiche, è possibile, mentre si “scioglie” un punto singolare, lasciare inalterati gli altri per poi “scioglierli” in un secondo momento.
Sia M un punto di molteplicità m per una curva 
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 attraverso una trasformazione quadratica 
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 che non abbia nessun punto fondamentale in M e tale che M non sia su nessuna delle rette passanti per due dei tre punti fondamentali.
Proposizione iv In queste ipotesi la trasformazione quadratica 
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 conserva la molteplicità del punto M nel passaggio da 
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 a 
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.
Dim.: Consideriamo le coniche della rete omaloidica fondamentale di 
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 passanti per M. Queste costituiscono un fascio K le cui coniche hanno generalmente in M molteplicità di intersezione m con 
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Esempio v Consideriamo la curva 
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Figura II‑xi: curva 
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 nel piano 
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 attraverso la 
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, ha equazione
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Figura II‑xii: curva 
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 nel piano 
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La curva 
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 presenta in 
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Cerchiamo le tangenti principali a 
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 in M: consideriamo il sistema 
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costituito dall’equazione disomogeneizzata di 
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 e dalle equazioni del fascio di rette 
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. Sostituendo risulta l’equazione 
[image: image1113.wmf]33222

27t2t(98)0

b+b-a=

. Per determinare le tangenti principali bisogna annullare il coefficiente di grado minimo per la t 
[image: image1114.wmf]Þ

 
[image: image1115.wmf]22

980

b-a=

 
[image: image1116.wmf]Þ

 le coppie 
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 e hanno entrambe molteplicità di intersezione 3 con 
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 in M. Da questo deduciamo che M è un nodo ordinario per 
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La curva 
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Cerchiamo le tangenti principali a 
[image: image1124.wmf]¢

G

 in 
[image: image1125.wmf]M

¢

: consideriamo il sistema 


[image: image1126.wmf]42222432

2

3

x18xy32xy16x27y72y60y16y0

xt

yt

¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢

ì

-+--+-+=

ï

¢

=a

í

ï

¢

=+b

î


costituito dall’equazione disomogeneizzata di 
[image: image1127.wmf]¢

G

 e dalle equazioni del fascio di rette 
[image: image1128.wmf](M)

¢

. Sostituendo risulta 
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 le coppie 
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 e hanno entrambe molteplicità di intersezione 3 con 
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 in 
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. Da questo deduciamo che 
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 è un nodo ordinario per 
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Figura II‑xiii: illustrazione di come, attraverso la 
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, il nodo ordinario in M si trasforma in un nodo ordinario in 
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Esempio vi Consideriamo la curva 
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La sua inversa è 
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[image: image1147.wmf]w

 e 
[image: image1148.wmf]1

-

w

 sono 
[image: image1149.wmf]12

AA(0:0:1)

ºº

, 
[image: image1150.wmf]12

BB(1:1:1)

ºº

 e 
[image: image1151.wmf]12

CC(1:1:1)

ºº-

.

[image: image1152.png]



Figura II‑xiv: curva 
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 nel piano 
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Figura II‑xv: curva 
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 nel piano 
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La curva 
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 presenta in 
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Cerchiamo le tangenti principali a 
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 in M: consideriamo il sistema 
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costituito dall’equazione disomogeneizzata di 
[image: image1166.wmf]G

 e dalle equazioni del fascio di rette 
[image: image1167.wmf](M)

. Sostituendo risulta 
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 la coppia 
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, che identifica la tangente principale, è di molteplicità doppia, quindi la tangente principale è una sola di molteplicità doppia 
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 e ha molteplicità di intersezione 3 con 
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 in M. Da questo deduciamo che M è una cuspide di prima specie per 
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La curva 
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Cerchiamo le tangenti principali a 
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costituito dall’equazione disomogeneizzata di 
[image: image1181.wmf]¢

G

 e dalle equazioni del fascio di rette 
[image: image1182.wmf](M)
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. Sostituendo risulta 
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Per determinare le tangenti principali bisogna annullare il coefficiente di grado minimo per la t 
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 la coppia 
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, che identifica la tangente principale, è di molteplicità doppia, quindi la tangente principale è una sola di molteplicità doppia 
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 e ha molteplicità di intersezione 3 con 
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 in 
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. Da questo deduciamo che 
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 è una cuspide di prima specie per 
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, così come M lo era per 
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.
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Figura II‑xvi: illustrazione di come, attraverso la 
[image: image1195.wmf]w

, la cuspide di prima specie in M si trasforma in un’altra cuspide di prima specie in 
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Proposizione v Consideriamo ora un punto 
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 di molteplicità 
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 per 
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 nell’intorno di primo ordine di M. Sia 
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 di 
[image: image1202.wmf]i

M
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Dim.: Consideriamo la conica generica della rete omaloidica fondamentale passante per M e 
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 (ovvero la conica della rete omaloidica fondamentale osculatrice a 
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 con 
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Proseguendo il ragionamento per gli intorni successivi di P si ottiene che le singolarità presentate dalle curve 
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 e 
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 rispettivamente nei punti M e 
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 hanno la stessa struttura.
Abbiamo così dimostrato la seguente

Proposizione vi Sia M un punto di molteplicità m per una curva 
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, anche infinitamente vicino ad un altro punto multiplo di 
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, e sia 
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 una trasformazione quadratica che non abbia M tra i suoi elementi fondamentali, ossia punti e rette. Allora 
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II.7 Teorema di Noether
Def.: Chiamiamo trasformazione birazionale tra due piani 
[image: image1235.wmf]p

 e 
[image: image1236.wmf]¢

p

 la composizione di un numero finito di trasformazioni quadratiche.
Teorema: Per mezzo di una trasformazione birazionale ogni curva piana può essere trasformata in un’altra dotata soltanto di punti multipli ordinari.
Prima di dimostrare il teorema è necessario dare una definizione:

Def.: Data una curva 
[image: image1237.wmf]G

, un suo punto P si dice multiplo ordinario se al suo intorno di primo ordine appartengono soltanto punti semplici di 
[image: image1238.wmf]G

 in numero uguale alla molteplicità che 
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 presenta in P.
Dim.: Si 
[image: image1240.wmf]l

 il numero di punti multipli non ordinari appartenenti a una curva 
[image: image1241.wmf]G

. Detto P uno di questi, supponiamo che nei successivi intorni di P, 
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 presenti 
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 punti multipli non ordinari. Allora il numero di punti non ordinari, distinti o infinitamente vicini ad altri, è 
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Consideriamo una trasformazione quadratica 
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 avente un punto fondamentale, 
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, in P e gli altri due, 
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 e 
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, in modo tale che nessun punto singolare di 
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 cada sulle rette che congiungono i tre punti fondamentali.

La curva 
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, trasformata di 
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 attraverso 
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, ha queste caratteristiche:

a) Detto n l’ordine di 
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 e r la molteplicità del punto P per 
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, la 
[image: image1255.wmf]¢

G
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 in 
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 e 
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, secondo quanto presentato a pagina 1. Questi, però, sono tutti punti ordinari per 
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 (per quanto presentato a pagina 6) poiché 
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 è stata scelta in modo tale che nessun punto singolare di 
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 cada sulle rette che congiungono a coppie i tre punti fondamentali, cioè 
[image: image1263.wmf]G

 incontra tali rette in punti semplici distinti, non considerando P.

b) Ogni punto multiplo di 
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, diverso da P, ha come immagine attraverso 
[image: image1265.wmf]w

 un punto multiplo con la stessa struttura per 
[image: image1266.wmf]¢
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 per la Proposizione vi.
c) L’intorno di primo ordine del punto P viene trasformato, secondo quanto dimostrato a pagina 24, nella retta 
[image: image1267.wmf]22
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 e quindi tutti i punti nell’intorno di primo ordine di P appartenenti a 
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 diventano punti di intersezione tra 
[image: image1269.wmf]¢

G

 e 
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Da questo deduciamo che 
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 possiede 
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 punti multipli non ordinari, perché le immagini di tutti i punti multipli non ordinari non appartenenti a uno degli intorni successivi di P hanno come immagini punti multipli non ordinari e quelli appartenenti all’intorno di primo ordine di P hanno come immagini punti non ordinari appartenenti alla retta 
[image: image1273.wmf]22
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. Quindi l’unico punto multiplo non ordinario a non avere come immagine un altro punto multiplo non ordinario è P.
Consideriamo un punto 
[image: image1274.wmf]Q

¢

 immagine di un punto Q non ordinario nell’intorno di primo ordine di P. Anche 
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 è non ordinario, quindi, trasformando 
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 attraverso una trasformazione quadratica 
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 avente un punto fondamentale in 
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 e che rispetti le stesse richieste formulate per 
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, si ottiene una curva 
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 avente 
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 punti multipli non ordinari per gli stessi motivi per cui 
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 ha 
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 punti multipli non ordinari.

Proseguendo con questo metodo per tutti i punti multipli non ordinari che si presentano nel procedimento si ottiene che con 
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 opportune trasformazioni quadratiche successive si giunge a una curva avente solo punti multipli ordinari.
La composizione di queste 
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 trasformazioni quadratiche costituisce la trasformazione birazionale cercata. (
II.8 Genere delle curve algebriche
Def.: Si dice genere di una curva algebrica piana 
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, irriducibile e ridotta, di ordine n il numero
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Per quanto detto nel teorema di Noether (pagina 38), mediante trasformazioni quadratiche successive, una curva 
[image: image1290.wmf]G

 può essere trasformata in una curva 
[image: image1291.wmf]G

, i cui punti multipli sono tutti ordinari.
Proposizione vii La curva 
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 e la curva 
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 hanno lo stesso genere.

Dim.: Consideriamo una trasformazione quadratica 
[image: image1294.wmf]w

 definita come nella dimostrazione del teorema di Noether (pagina 38) e relativa a un punto M di molteplicità s per 
[image: image1295.wmf]G

.
La curva 
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 ha come immagine attraverso 
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 una curva 
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 di ordine 
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Esclusi i punti immagine degli intorni successivi di M, le singolarità di 
[image: image1300.wmf]¢

G

 hanno la stessa struttura delle singolarità di 
[image: image1301.wmf]G

 da cui provengono (punto b) a pagina 38).
Per quanto riguarda il punto M, la curva 
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 possiede un punto di molteplicità s in meno rispetto a 
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 (punto c) a pagina 38), ma ha in più tre punti multipli ordinari nei tre punti fondamentali della trasformazione quadratica 
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 di ordine rispettivamente 
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, 
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 e 
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 (punto a) a pagina 38).
Quindi il genere di 
[image: image1308.wmf]¢

G

 è
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dove il termine 
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 è dovuto al fatto che il grado di 
[image: image1311.wmf]¢
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 è 
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Il termine 
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 è dovuto al fatto che le singolarità rimangono invariate nel passaggio da 
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 a 
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 attraverso 
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Il termine 
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 è dovuto al fatto che nella curva 
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 compare un punto di molteplicità s in meno rispetto a 
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, quindi il contributo di M in 
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 va tolto (a questo si deve il segno +).
Il termine 
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 è dovuto al fatto che ai punti singolari di 
[image: image1322.wmf]G

 in 
[image: image1323.wmf]¢

G

 compaiono altri tre punti di molteplicità rispettivamente 
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 e 
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, la cui somma va aggiunta al termine 
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Sviluppando semplicemente i conti si vede che
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cioè che 
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Poiché le trasformazioni quadratiche successive necessarie per passare da 
[image: image1331.wmf]G

 a 
[image: image1332.wmf]G

 sono tutte del tipo studiato ora si conclude che il genere di 
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 e quello di 
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 sono uguali. (
Supponiamo ora di voler determinare il genere di una curva 
[image: image1335.wmf]G

. La definizione data in precedenza non consente facilmente di determinarlo, poiché generalmente non si conosce il comportamento dei punti multipli infinitamente vicini ad altri. Possiamo però sfruttare la Proposizione vii: data una curva 
[image: image1336.wmf]G

, per il teorema di Noether è sempre possibile, attraverso un’opportuna trasformazione birazionale, trasformarla in una curva 
[image: image1337.wmf]G

 priva di punti multipli non ordinari. La curva 
[image: image1338.wmf]G

, per la Proposizione vii, ha lo stesso genere di 
[image: image1339.wmf]G

, ma ora è immediato calcolare il genere di 
[image: image1340.wmf]G

 poiché presenta solamente punti multipli ordinari.
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