Laboratorio 9
Obiettivi

Approssimare il problema di Cauchy per un SISTEMAD.O.:

f: Dd+1 D:D . Dd
uw(t) = fitu®), b<t<T, u@®DO"
u(to) = v, Vinlnk

con un metoddRunge — Kutta implicito a passo fisso

Metodi Runge — Kutta impliciti a passo fisso

UI’H‘l =Un +TF(tn’Un’T),

F(6,1) = Y 0K, (L), dove

K, = f[t +C7, U +rZa,-,-K,-J i=1,2,..,s. *)
j=1

N.B:in (*) lindice j arriva fino a s quindi A & una matrice piena

(*) definisce un sistema non lineare di d*s eqaazin d*s incognite




Se si indica corK| ,, la m-esima componente del vettdfe , il sistema non lineare (*) scritto in

dettaglio diventa:

Ky = fl(t +cT, U +rZa1].KJ}
=1

Ky, = fz(t +CT, U +rZainj] ()
j=1

Koy = fd(t +CT, U +rZa1].Kj
=1

K, = fl(t +C, T, u +7) a,K,

=L

K,, = f{t +C,T, U +TZanK,-j
j=1

Kog = fd(t +tCr, U +TZanij
=t

K, = fl(t +cr,u +7) agK,
=1

K, = f{t +C I, U +7) agK,
=1

Kea = fd(t +C.7, U +TZaSKi]
=1

Ad ogni istante temporaka tratta di risolvere un sistema di equazioni hieeari di tipo:

FK) =K -F(K) =0



Ricordiamo il metodo di Newton semplificato:
datoK© =il valore di K al passo temporale precedentstraito e fattorizzato AK®), si itera

J;s(K(O)) g = —T(K(k)) — F(K(k))_ K(k),
K& = 0 4 g®

fincheé || & || < toll

Dove:

Jr=(K) = 1- HK),

con

| matrice identita (d*s) x (d*s)

Jr (K) Jacobiano dF rispetto alle componenti del vettoke (vedi nella prossima pagina lo schema

della struttura dig)



Struttura di J ¢

Jr€ una matrice a blocchi costituita da s righe elenme di blocchi ognuno di dimensione dxd.

Ogni blocco e costituito dallo Jacobianaléll’applicazione f del problema differenziale egsato (#),

moltiplicato per una costante e valutato in oppartalori delle variabili(t,u) :

S
TallJf(Hclr, u+ry a;K,

i=1

|

4 alsz[t+ClT, u+ry aK,

j=1

|

Tals\]f(t"'ClT, u+r2a1jij

=1

TaelJf[chr, “+TzazinJ

j=1

r 6Q2Jf[t+czr, u+ry a,K,

j=1

|

T&szf(chr, u+rZa2jij

=1

Talef[Hcsr, u+rZaSjKJ}

j=1

Tassz['[+CST, u+ry agK,

j=1

|

Tasst(t+CST, u+r2aq.KjJ

j=1

Possiamo notare che:

» il blocco di indice ij € moltiplicato per I'elememt; della matrice di Butcher del metodo

« gli Jacobiani sulla stessa riga sono valutati n&tglssi valori delle variabili: se la riga ha iralig

S
sono tutti valutati in[t tC T, u+t TZ a, K, ]
=1




Schema di lavoro per 'implementazione del metodo
Suggerimento:dimensionare, oltre alla matrice K, una K2 di ugliaiensione che memorizg{(K);

NB: in grassetto rosso si indica cio che si intendare nelle righe sottostanti

Inizializzazioni: t=1t, u=v
i=1,..,s
f(K[i], t + ¢; T, u) //inizializzo la matrice K
end i
ciclo sul tempo
n=0,1,...,N-1
calcolo lo Jacobiano JF = ¢(X) =1- J(X):

I=1, ..., s (ciclo sulle righe di blocchi)

S
calcolo la matrice d x aJf = Jf(t +CT,u+ TZaiprj

p=1
I (ciclo sulle colonne di blocchi)
memorizzo 7 &; Jf nel suo blocco di JF
endj
end i
JF = JF +l
fattorizzo JF
iterazioni di Newton
k=0; (conta il numero di iterazioni di Newton)
do (itero Newton)
calcolo F(K) memorizzando in K2
costruisco tn = K2 - K ( Nota: attenzione alle dimensioni, tn € un vettore!)
risoluzione del sistema lineare

K + =8 (Nota: attenzione alle dimensiordi,e un vettore!)

k=k+1;
while (]|5 ]| > toll and k < kay)
calcolo U+
t=t+7

eventuali stampe

endn

Prove numeriche: vedi file dei risultati



