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A.A. 2017-2018

Laboratorio 6 - Vettori Matrici e Sistemi lineari

OCTAVE è un software gratuito che fornisce un ambiente integrato per il

calcolo scientifico utilizzabile sia in maniera interattiva che come linguaggio

di programmazione. Octave riproduce buona parte delle funzionalità fon-

damentali di MATLAB=MAT(rix)-LAB(oratory) che a sua volta

invece è un software a pagamento.

In Octave come in Matlab ogni quantità (variabile) viene trattata come

matrice. Un numero reale è una matrice 1× 1.

Sono predefinite numerose funzioni di uso generale (built-in functions).

Per informazioni su Octave e per scaricarlo vedere www.octave.org.

L’Università degli Studi di Milano ha stipulato un contratto di licenza cam-

pus, con scadenza annuale per Matlab. Per informazioni dalla homepage

di Ateneo selezionare

personale -> Servizi tecnologici di Ateneo -> Contratti campus acquisto software ->

Contratto campus Mathworks



Modalità interattiva

All’avvio di Octave si accede ad una finestra di lavoro caratterizzata dal

prompt

>>

Tutto quanto inserito dopo il prompt verrà eseguito dopo aver premuto il

tasto enter.

Se Octave riconosce il comando digitato produrrà un output in caso con-

trario segnalerà un errore. In ogni caso il sistema ripropone al termine il

prompt in attesa di un nuovo comando.

Octave si chiude con il comando quit

Alcuni comandi importanti da conoscere:

>> help

permette di ottenere informazioni dettagliate su qualsiasi comando.

Ad esempio:

>> help sqrt

Per cercare il nome esatto di un comando:

>> lookfor cosine

cerca i comandi nella cui descrizione appare la parola cosine

(ATT.NE la documentazione è in inglese!)
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Scalari in Octave

Octave valuta espressioni e ne assegna il valore a variabili. Nel caso più

semplice il valore è un numero reale.

Assegnazione di variabili:

>> z=6

z =

6

z è il nome della variabile, 6 il suo valore.

>> 6+2

ans =

8

se non specificato il valore 8 dell’espressione viene assegnato alla variabile

ans che contiene sempre l’ultimo valore non esplicitamente assegnato ad

una variabile.

>> a=2.5;

>> a

a =

2.5

Il ; alla fine dell’istruzione sopprime la visualizzazione a schermo del risul-

tato (ma non l’esecuzione dell’operazione!).
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I nomi delle variabili devono rispettare le regole seguenti:

• contenere al massimo 31 caratteri

• non iniziare MAI con un numero

• non contenere spazi

• non contenere segni di punteggiatura ed operazione

• non contenere apostrofi, slash e backslash

• possono contenere l’underscore

• lettere maiuscole e minuscole sono caratteri differenti

>> (who) whos

(elenca le variabili attualmente attive in memoria) e dà alcune informazioni

importanti sulle loro caratteristiche (tipo di oggetto, dimensioni ...)

>> clear all

cancella il valore di tutte le variabili attive in memoria.
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Operazioni elementari

Sono definite le operazioni elementari: +, −, ∗, /, ∧ (elevamento a

potenza).

>> a=3+2.5, b=5-3, d=3*4.2, e=3/2, f=2^3

Attenzione alle precedenze:

>> 3+2*4

ans=

11

>> 3*2^4

ans=

48

Per alterare l’ordine delle operazioni si utilizzano le parentesi tonde:

>> (3+2)*4.

Funzioni matematiche predefinite:

abs(x) |x|
sqrt(x)

√
x

log(x) ln(x)

. . .

Per vedere l’elenco:

>> help elfun
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Vettori in Octave

Assegnazione di un vettore riga:

>> w=[1 2 3]

w =

1 2 3

Assegnazione di un vettore colonna:

>> v=[1; 2; 3]

w =

1

2

3

Altri modi di generare vettori riga:

>> v=[1:8]

v =

1 2 3 4 5 6 7 8

>> v=[1:.5:3]

v =

1.0000 1.5000 2.0000 2.5000 3.0000

La sintassi generale è

v=[valore iniz:passo:valore finale].
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Il passo può essere anche negativo, ad es. v=[10:-.5:1];

Per conoscere la lunghezza di un vettore v:

>> length(v)

ans =

19

Accedere alle componenti di un vettore

Per accedere ad una singola componente di un vettore:

>> v(3)

ans =

0.5

Octave produce un messaggio di errore quando si cerchi di accedere ad una

componente non definita, ad esempio:

>> z=v(0)

error: subscript indices must be either positive integers

less than 2^31 or logicals

Nota: esiste in Octave la parola chiave end per accedere all’ultimo ele-

mento di un vettore. Ad es., se v ha dieci elementi, v(end) equivale a

v(10).
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Alcune operazioni su vettori

Somma (sottrazione) algebrica tra vettori di ugual dimensioni

>> v+w

ans =

2 3 4 5

>> v-w

ans =

0 1 2 3

Prodotto o divisione per uno scalare.

>> 2*v

ans =

2 4 6 8

Somma o sottrazione di uno scalare.

>> v + 5

ans =

6 7 8 9
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Matrici in Octave

Per assegnare le matrici

A =

[

1 2 3

4 5 6

]

, B =

[

1 1 1

1 1 1

]

>> A=[1 2 3; 4 5 6];

>> B=ones(2,3);

Possiamo calcolare

>> C=A+B;

>> D=A-B;

ed estrarre gli elementi

>> s=B(1,2)+A(2,3)

s =

7

ATTENZIONE: Somma e differenza di matrici vengono effettuate com-

ponente per componente, quindi le matrici devono avere uguale dimensione.

9



Matrici particolari

Matrici di zeri e di uno (zeros(n,m), ones(n,m))

>> zeros(2,3) genera una matrice 2× 3 con tutti elementi nulli.

>> ones(2,3) genera una matrice 2× 3 con tutti elementi uguali a 1

In particolare il comando zeros(n,1)( zeros(1,n)) produce un vettore

colonna (riga) di lunghezza n con elementi tutti nulli analogamente per

ones.

Matrice identità (eye(n))

>> I=eye(4)

I =

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

Matrice di Hilbert (hilb(n))














1 1/2 1/3 1/4 . . . 1/n

1/2 1/3 1/4 1/5 . . . 1/(n + 1)

1/n 1/(n + 1) . . . 1/(2n− 1)
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>> H=hilb(3)

H =

1.0000 0.5000 0.3333

0.5000 0.3333 0.2500

0.3333 0.2500 0.2000

Accedere alle componenti di una matrice

Sia A=hilb(3), per modificare una componente della matrice A:

>> A=hilb(3);

>> A(2,3)=100

A =

1.0000 0.5000 0.3333

0.5000 0.3333 100.0000

0.3333 0.2500 0.2000
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Alcune operazioni su vettori e matrici

Trasposizione: Dato il vettore v=[1 2 3 4]

>> u=v’

u =

1

2

3

4

L’operatore ’ si utilizza anche per trasporre una matrice, ovvero assegnata

A calcolare AT definita da (AT )i,j = Aj,i

>> A =[ 2 1 0;

3 1 0;

-2 1 1]

>> A’

ans =

2 3 -2

1 1 1

0 0 1
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Il prodotto righe per colonne: si effettua con l’operatore *

[

1 2

3 4

] [

1 2 3

4 5 6

]

=

[

9 12 15

19 26 33

]

in Octave:

>> A=[1 2 ; 3 4];

>> B=[1 2 3; 4 5 6];

>> A*B

ans =

9 12 15

19 26 33

>> [1; 2 ;3; 4]*[ 1 2 3 4]

ans =

1 2 3 4

2 4 6 8

3 6 9 12

4 8 12 16

>> [ 1 2 3 4]*[ 1; 2; 3; 4]

ans =

30
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Il prodotto scalare (v, w) = (v1w1 + v2w2 + ... + vnwn).

>> v=[1 2 3 4]; w=ones(1,4);

>> v*w’ (se v e w sono vettori riga)

oppure >>dot(v,w)

ans =

10

La norma euclidea ||v|| =
√

∑n
i=1 v

2
i :

>> norm(v,2) (oppure >> norm(v))

ans =

5.4772

La norma infinito ||v||∞ = max |vi|:
>> v=[ 1 3 -5 2]

>> norm(v,inf)

ans =

5
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Altre funzioni predefinite sulle matrici

>> B=[4 -1 1;-1 3 -2; 1 -2 3];

>> det(B)

ans =

18

>> C=inv(B)

C =

0.2778 0.0556 -0.0556

0.0556 0.6111 0.3889

-0.0556 0.3889 0.6111

>> C*B

ans =

1.0000 0 0.0000

0 1.0000 0

0 0 1.0000

>> B*C

ans =

1.0000 0 0

-0.0000 1.0000 0

0.0000 0 1.0000
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Per calcolare il rango di una matrice A (la dimensione della più grande

sottomatrice quadrata di A non singolare) in Octave si usa il comando

rank.

>> A=[1 2 3 4;5 6 7 8;9 10 11 12]

A =

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

>> rank(A)

ans = 2

>> B=[1 2 3 4;5 6 7 8;9 10 11 13]

>> rank(B)

ans = 3
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Autovalori, raggio spettrale e norme di matrici

Sia A una matrice quadrata di ordine n a valori reali o complessi, il numero

λ ∈ C si dice autovalore di A se esiste un vettore v 6= (0, . . . , 0) ∈ C
n,

detto autovettore tale che

Av = λ v

>> A=[4 -1 0; -1 4 0; 0 -1 4];

>>lam= eig(A)

lam =

4

5

3

>> [V,D]=eig(A)

V =

0 -0.5774 0.5774

0 0.5774 0.5774

1.0000 -0.5774 0.5774

D =

4 0 0

0 5 0

0 0 3

La colonna i-esima della matrice V è autovettore associato all’autovalore

sulla riga i-esima della matrice diagonale D:

Avi = λi vi, i = 1, 2, 3
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ad esempio

>> A*V(:,1)

>> ans = 0

0

4

>>D(1,1)*V(:,1)

ans = 0

0

4

Il massimo dei moduli degli autovalori di A si chiama raggio spettrale

e viene denotato con

ρ(A) = max
λ∈σ(A)

|λ|

dove σ(A) denota l’insieme degli autovalori di A.

In Octave: max(abs(eig(A)))

Norme di matrici:

||A||2 :=
√

ρ(AAT )=norm(A,2)=norm(A)

||A||1 := maxj=1,...n

∑n
i=1 |ai,j| = norm(A,1)

||A||∞ := maxi=1,...n

∑n
j=1 |ai,j|= norm(A,inf)
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Esercizio 1

1. generare gli interi da 28 a 80 con passo 1

2. generare gli interi da 22 a -10 con passo -4

3. Assegnati i vettori u = [1, 0, 2,−3] e v = [3; 0; 2; 1] calcolare il prodotto

scalare dei due vettori e le norme euclidee di ciascun vettore. Cosa

fornisce il prodotto v ∗ u?
4. assegnate le matrici

A =







2 1 0

3 1 0

−2 1 1






, E =







1 −1 1

2 −1 0

3 2 1







a. calcolare i prodotti di matrici AE e EA; sono uguali?

b. si indichi con B la matrice costituita dalle prime due colonne di A

e con C la matrice costituita dalle ultime due righe di E. Calcolare

i prodotti BC e CB: in cosa si differenziano?

Esercizio 2

1. Assegnate le matrici

A =







2 1 0

3 1 0

−2 1 1






, E =







1 −1 1

2 −1 0

3 2 1







si scelga un numero reale α a piacere per verificare le seguenti proprietà

del determinante di matrici
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a. det(A) = det(AT )

b. det(αA) = αndet(AT ) ∀α ∈ R, A ∈ R
n×n n = 3

c. det(AE) = det(A)det(E)

d. det(E−1) = 1/det(E)

2. Siano

A =













1 2 3 4

−1 0 −1 0

4 5 4 7

5 4 3 2













B =







1 2 3

5 6 7

9 10 11







Calcolare, se esistono, le inverse di A e B verificando il risultato ot-

tenuto.

3. Sia

A =













3 9 0 −3

9 3 1 0

0 1 0 1

−3 0 1 2













a. Calcolare gli autovalori di A

b. Calcolare ||A||2, ||A||1, ||A||∞ con il comando norm

c. Essendo A simmetrica si verifichi che ||A||2 = ρ(A)
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Metodi diretti per sistemi lineari

SianoA ∈ R
n×n una matrice quadrata non singolare (det(A) 6= 0) e b ∈ R

n

un vettore assegnati, allora esiste un unico vettore x ∈ R
n che risolve il

sistema lineare

Ax = b

Una volta inseriti in memoria A e b, la soluzione x del sistema si può calco-

lare in con l’operatore \, che per una matrice quadrata generica implementa

il metodo di Eliminazione Gaussiana per una triangolare inferiore la

sostituzione in avanti e per una triangolare superiore la sostituzione

all’indietro:

>> x = A\b

Esercizio 3 Risolvere i seguenti sistemi lineari con l’operatore \:




−5 8 −7

12 −5 −3

1 10 14



 x =





−20

14

5



 −→ x =





1

−1

1









−16 8 −7

1 −5 −3

1 10 14



 x =





−9

4

−13



 −→ x =





1

0

−1





Confrontare i risultati ottenuti con quelli che provengono dal prodotto

dell’inversa di A con il vettore b ossia

>> x = inv(A)*b
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Perchè i risultati non coincidono? Perchè non si usa questa seconda strate-

gia?

Esercizio 4 (E se la matrice fosse singolare?)

Dopo aver calcolato il determinante della matrice del sistema, risolvere con

\ i seguenti sistemi lineari, facendo molta attenzione ai messaggi d’errore-

-warning. Nel secondo e terzo caso confrontare il valore del termine noto

con quello del prodotto matrice-soluzione.




1 1 1

2 2 2

3 3 3



 x =





1

1

1



 ,





1 2 3

4 5 6

5 7 9



 x =





1

2

3



 ,





1 2 3

4 5 6

5 7 9



 x =





5

2

3



 .

Esercizio 5 Sia A la matrice 10 × 10 ottenuta sommando alla matrice

di Hilbert la matrice identica moltiplicata per 15 ed assegnando il valore

1 all’ultimo elemento della prima riga. Sia calcoli la soluzione del sistema

lineare Ax = b quando b è il vettore unitario di R10.
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Metodi iterativi per sistemi lineari

Il metodo di Jacobi

Dati una matrice A ∈ R
N×N non singolare e un vettore b ∈ R

N , inseriti

dall’utente, il metodo di Jabobi approssima la soluzione x ∈ R
N del sistema

lineare

Ax = b

applicando le iterazioni:














xk+1
i =

1

Aii



bi −
N
∑

j=1,j 6=i

Aijx
k
j



 , i = 1, 2, ..., N

x0assegnato

dove l’indice in alto rappresenta il numero di iterazioni e l’indice in basso

la componente del vettore.

Trattandosi di un metodo iterativo occorre scegliere un vettore iniziale x0

(ad esempio un vettore di zeri).

Occorre inoltre decidere quando arrestare il processo iterativo. Una scelta

possibile è che il metodo si arresti qualora, dati due valori nitmax e toll,

si verifica uno dei due casi seguenti

• il numero di iterazioni raggiunge nitmax

• avviene che

max

(||xk+1 − xk||∞
||xk+1||∞

,
||Axk − b||∞

||b||∞

)

< toll.
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Non esiste una funzione predefinita di Octave che implementi questo metodo;

occorre quindi scaricare dalla pagina web del corso una funzione apposita-

mente scritta, salvando il file jacobi.m nella directory in cui si sta lavo-

rando con Octave.

La sintassi con cui chiamare la funzione Jacobi è la seguente:

[x, nit]=jacobi(A, b, x0, toll, nitmax)

input: A matrice del sistema

b termine noto

x0 vettore iniziale

toll tolleranza nel test d’arresto

nitmax numero massimo di iterazioni consentite

output: x soluzione calcolata

nit numero iterazionei effettuate

Esercizio 6 Si considerino i sistemi lineari Aix = bi con bi calcolato

in modo che la soluzione del sistema sia sempre il vettore unitario (cioè

bi = Ai ∗ ones(3, 1)) e le matrici Ai sono date da

A1 =





3 0 4

7 4 2

1 1 2



 , A2 =





−3 3 −6

−4 7 −8

5 7 −9



 , A3 =





−22 8 13

5 7 −1

−4.5 2 −9



 ,

Utilizzare il metodo di Jacobi per risolvere i sistemi lineari assegnati. Si

verifica che per il sistema con la matrice A1 il metodo di Jacobi diverge,

mentre per A2 e A3 il metodo è convergente. Per quale delle due matrici

A2 o A3 avreste potuto affermare a priori che il metodo di Jacobi converge,

perchè?
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