
Introduzione al Calcolo Scientifico - A.A. 2009-2010

Discretizzazione di un problema ai limiti

Si consideri il seguente problema ai limiti del secondo ordine (problema dell’e-

lasticità 1D in regime di piccole deformazioni):

trovare u = u(x) tale che














−(Eu′)′ = f, x ∈ Ω = (0, 1),

u(0) = 0,

u(1) = 0,

(1)

dove il dominio Ω rappresenta una barra incastrata (si veda Fig. 1), E è il

modulo (costante) di elasticità della barra, e f è il carico applicato per unità di
lunghezza.

f

x

Figura 1: Geometria della barra e carico applicato.

La soluzione u(x) rappresenta lo spostamento longitudinale della barra in se-

guito all’applicazione del carico.

1. Si calcoli la soluzione esatta di (1), prendendo f(x) = sin(x)

2. Dopo aver introdotto una suddivisione equispaziata dei Ω in n sottointer-

valli di ampiezza h = 1/n, si discretizzi il problema (1) con una tecnica alle
differenze finite centrate. Si scriva la generica riga collocata nel nodo xj.

3. Si scriva la matrice dei coefficienti e del termine noto derivante dalla di-

scretizzazione al punto precedente. Che dimensioni ha la matrice dei coef-
ficienti? Quali caratteristiche ha questo sistema?
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4. Si definisca in Matlab la matrice dei coefficienti A, usando opportunamente
i comandi sparse e diag, e il vettore del termine noto b (f sia data come

una inline function)

5. Si risolva quindi il sistema lineare risultante Ax = b con il comando \ di
Matlab, prendendo n = 20, E = 103. Sia uh la soluzione numerica trovata.

6. Si calcoli l’errore maxx∈Ω |u− uh| per n = 10, 20, 40, 80, 160 e se ne tracci il

grafico usando il comando loglog. Quale è l’ordine di convergenza?

7. Si consideri ora il problema con condizioni miste di Dirichlet-Neumann






















−(Eu′)′ = f, x ∈ Ω = (0, 1),

u(0) = 1,

E
∂u

∂n
(1) = 1,

(2)

Si modifichi opportunamente il codice sviluppato ai punti precedenti per
risolvere il nuovo problema (si prendano gli stessi valori di E e f assegnati
sopra)
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Soluzione - Discretizzazione di un problema ai limiti

1. La soluzione esatta del problema (1) è data da

u(x) =
1

E
(sin(x) − sin(1)x)

2. Sia h = 1/n e siano xj = jh, j = 0, . . . , n gli n + 1 nodi di discretizzazione,

n − 1 dei quali interni. Per discretizzare la derivata seconda, usiamo la
seguente differenza finita centrata

δ2u(x) =
u(x − h) − 2u(x) + u(x + h)

h2
.

Essa fornisce un’approssimazione di u′′(x) di ordine 2 rispetto a h.

In ciascun nodo interno j = 1, . . . , n−1 avremo dunque la seguente relazione

−E
u(xj − h) − 2u(xj) + u(xj + h)

h2
+ O(h2) = f(xj)

Nei nodi di bordo u(0) e u(1), imponiamo la condizione al bordo corrispon-

dente.

3. Se ora scriviamo la relazione sopra per ogni nodo interno, otteniamo un
sistema lineare le cui incognite sono i valori dello spostamento nei nodi
interni. Il sistema è del tipo

Ax = b,

dove A ∈ R
n−1×n−1, b ∈ R

n−1×1 sono dati da

A =
E

h2
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−1 2 −1
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, b =























f(x1) + E
h2u0

f(x2)

·
·

·
f(xn−2)

f(xn−1) + E
h2uL























La matrice A è simmetrica e definita positiva.
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4. In Matlab:

>>n=20;

>>L=1; h=L/n;

>>x=linspace(0,1,n+1);

>>u0=0; uL=0; E=10^3;

>>A=sparse(n-1,n-1);

>>A=E*(-diag(ones(n-2,1),-1)+...

diag(2*ones(n-1,1),0)-...

diag(ones(n-2,1),1))/h^2;

>>b=zeros(n-1,1);

>>b(1)=f(x(2))+E*u0/h^2;

>>for i=2:n-2

b(i)=f(x(i+1));

end

>>b(n-1)=f(x(n))+E*uL/h^2;

5. Risolviamo il sistema lineare e completiamo con le condizioni al contorno

>> uh=A\b;

>> uh=[u0; uh; uL];

Disegnamo sul medesimo grafico uh e la soluzione esatta

>> plot(x,1/E*(sin(x)-sin(1)*x),’r’)

>> hold on

>> plot(x,uh,’b’)

In Fig. 2 è mostrato il grafico degli spostamenti (in rosso la soluzione esat-
ta, in blu quella approssimata). Gli spostamenti sono molto piccoli, ricor-

diamo infatti di essere in regime di spostamenti infinitesimi rispetto alla
configurazione indeformata.
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Soluzione approx.

Soluzione esatta

Figura 2: Soluzione esatta vs soluzione approssimata (n = 20). Gli spostamenti della barra sono in direzione
longitudinale, con modulo e verso pari ai valori (con segno) indicati nel grafico.

6. Calcoliamo l’ordine di convergenza del metodo, prendendo n = 20, 40, 80, 160, 320.
Il risultato è riportato in Fig. 3. La pendenza della curva è parallela alla
retta di riferimento con pendenza p = 2, usando scala logaritmica sia per

le ascisse che per le ordinate.

7. Modifichiamo il codice precedente per imporre ad uno dei due bordi condi-
zioni di Neumann. Il valore dello spostamento del nodo in cui sono imposte

condizioni di Neumann è anch’esso incognito, quindi il sistema lineare avrà
ora dimensione n×n. Per la discretizzazione della condizione di Neumann,

possiamo usare una derivata upwind:

∂u

∂n
|x=1 ≡

∂u

∂x
|x=1 =

uN − uN−1

h
+ O(h)

Poiché come indicato questa approssimazione è solo di ordine 1 in h, in

generale il metodo complessivamente avrà allora ordine convergenza lineare
in h. Esiste la possibilità di considerare differenze upwind a più punti che
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Figura 3: Grafico di max
j=1,...,n−1

|u(xj) − uh,j| in funzione di n.

permettono di recuperare ordine 2 in h, oppure di procedere introducen-

do un cosiddetto “nodo fantasma”. In quest’ultimo caso, otteniamo una
relazione del tipo

∂u

∂n
|x=1 ≡

∂u

∂x
|x=1 =

uN+1 − uN−1

2h
+ O(h2)

dove il nodo N + 1 è un nodo fittizio introdotto per scrivere anche per il

nodo di bordo N una derivata di tipo centrato con accuratezza del secondo
ordine. Otteniamo quindi (osserviamo che viene imposta la condizione al

bordo E ∂u
∂n
|(x=1) = g)

uN+1 = 2h
g

E
+ uN−1,

espressione che va sostituita nell’equazione discretizzata per il nodo N

−E
uN+1 − 2uN + uN−1

h2
= fN .

Il codice è il seguente:
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>>g=inline(’1+0.*x’,’x’);

>>f=inline(’sin(x)’,’x’);

>>n=20;

>>L=1; h=L/n;

>>x=linspace(0,1,n+1);

>>u0=0; E=10^3;

>>A=E*(-diag(ones(n-1,1),-1)+...

diag(2*ones(n,1),0)-...

diag(ones(n-1,1),1))/h^2;

>>A(n,n-1)= -2*E/h^2;

>>A=sparse(A);

>>b=zeros(n,1);

>>b(1)=f(x(2))+u0/h^2;

>>for i=2:n

b(i)=f(x(i+1));

end

>>b(n)= b(n)+2*g(L)/h;

>>b=sparse(b);

>>uh=A\b;

>>uh=[u0 uh];
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