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Esercizio 1: equazioni di Lorenz

Si consideri il seguente sistema, che rappresenta un modello semplificato 2D di atmosfera
ideato dal meteorologo E. Lorenz alle fine degli anni 1950:

x′ = −sx+ sw,

w′ = −xz + rx− w,

z′ = xw − bz,

(1)

dove x rappresenta la rotazione di circolazione dell’aria (in senso orario), w la differenza
di temperatura tra colonne ascendenti e discendenti di aria e z misura la deviazione da
un profilo lineare di temperatura nella direzione verticale. Inoltre, s, r, b rappresentano
parametri del sistema, che qui verranno fissati a s = 10, r = 28, b = 8/3, rispettivamente.

• Si integri tale sistema con un metodo di Runge–Kutta del quarto ordine (ad esem-
pio usando il comando ode45), considerando un tempo finale Tfin = 100 e condi-
zioni iniziali date da x(0) = w(0) = z(0) = 5. Si plotti poi la traiettoria proiettata
nel piano xz

• Si stimi qualitativamente il condizionamento del problema proposto seguendo due
traiettorie generate rispettivamente dalla condizione iniziale al punto precedente e
da una seconda condizione iniziale distante ∆ = 10−5 dalla prima. Quanto vale la
massima distanza tra le traiettorie dopo t = 10 e t = 20 unità di tempo?

Esercizio 2: equazione del pendolo

Si consideri un pendolo che oscilla in un piano verticale, sotto l’azione della forza di
gravità. Il pendolo è costituito da una massa m appesa ad una asta rigida di lunghezza
L che può liberamente oscillare di 360◦. Sia θ (a meno di multipli interi di 2π) l’angolo
che l’asta forma con la verticale, positivo in senso antiorario (si veda Fig. 1). Usando
l’equilibrio dinamico alle rotazioni rispetto al punto di sospensione del pendolo, si ottiene
la seguente equazione

mLθ̈ = −mg sin(θ)
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Figura 1: Nomenclatura pendolo.

• Si consideri L = 1 e si integri l’equazione del pendolo con condizioni iniziali θ(0) =
π/2, θ̇(0) = 0. Si scriva l’equazione del pendolo come un sistema del primo ordine
introducendo la variabile φ = θ̇. Si utilizzino quindi per l’integrazione i metodi di:

– Eulero esplicito

– Heun, dato da

wn+1 = wn +
h

2
[f(tn, wn) + f(tn + h,wn + hf(tn, wn))]

Si scriva un codice in cui il corpo del calcolo sia strutturato come

for k=1:n

t(k+1)=t(k)+h;

w(k+1,:)=heunstep(@pendolofun,t(k),w(k,:),h);

%w(k+1,:)=eulerstep(@pendolofun,t(k),w(k,:),h);

end

dove n è il numero di intervalli temporali, pendolofun contiene la espressione della
funzione f e heunstep, eulerstep conducono un passo dei metodi rispettivi. Si
effettui una simulazione numerica fino ad un tempo finale pari a 10, scegliendo
opportunamente il passo h. Si plotti l’angolo e la velocità angolare nei due casi.
Cosa si osserva?

• Si realizzi una animazione del moto del pendolo ottenuto dalle simulazioni al pun-
to precedente. A tale scopo si usino le seguenti istruzioni grafiche (potrebbero
generare un comando di warning, ma lo si ignori) prima del calcolo

set(gca,’XLim’,[-1.2,1.2],’YLim’,[-1.2,1.2], ’XTick’,[-1 0 1],...

’YTick’,[-1 0 1],...
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’Drawmode’,’fast’,...

’Visible’,’on’,’NextPlot’,’add’);

cla;

axis square

bob=line(’color’,’r’,’Marker’,’.’,’MarkerSize’,40, ’erase’,’xor’,...

’xdata’,[],’ydata’,[]);

rod=line(’color’,’b’,’LineStyle’,’-’,’LineWidth’,3, ’erase’,’xor’,...

’xdata’,[],’ydata’,[]);

e all’interno del ciclo for indicato prima, dopo aver calcolato il nuovo step tempo-
rale

xbob=cos(y(k+1,1)-pi/2); ybob=sin(y(k+1,1)-pi/2);

xrod=[0 xbob]; yrod=[0 ybob];

set(rod,’xdata’,xrod,’ydata’,yrod);

set(bob,’xdata’,xbob,’ydata’,ybob);

drawnow; pause(h);

Esercizio 3: metodo di Eulero implicito per ODE non lineari

Si consideri la seguente equazione (del tipo y′ = f(t, y(t))

y′(t) = −y + 2 cos(t), t ∈ (0, π)

con condizione iniziale y(0) = 1 e la cui soluzione esatta è y(t) = sin(t) + cos(t). Si
integri numericamente l’equazione con il metodo di Eulero implicito. Si osservi che tale
schema si scrive come

un+1 − un − hf(tn+1, un+1) = 0,

che rappresenta nel nostro caso un problema nonlineare in un+1 del tipo F (un+1; . . .) = 0.
Si applichi a tale equazione il metodo di Newton per la approssimazione dello zero:

uk+1
n+1 = ukn+1 −

F (tn+1, u
k
n+1)

F ′(tn+1, ukn+1)
,

dove k è l’indice interno della iterazione di Newton.
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