Argomento 3s

Soluzioni degli esercizi

SUGGERIMENTTI

ESERCIZIO 3s.2 (c), (f), (k) Utilizzare il Teorema del Confronto per i limiti di successioni:
se {a,} e {b,} convergono al limite finito [ e a,, < ¢, < b, almeno da un certo indice n in poi, allora
anche {c,} converge a .

Che cosa succede facendo il prodotto di una successione limitata e di una convergente a zero?

P\ ) . .
ESERCIZIO 3s.3 In tutti questi limiti si ha a,, = (Q_> . Se il polinomio P, al numeratore

ha lo stesso grado e coefficiente di quello @),, al denominatore, si puo scrivere Q_ =1+—= Q , ove il

grado di R, € minore del grado di (),,. In tal caso, poiche ’esponente ¢,, tende a un oo si presenta
la forma di indecisione [1%°], risolubile usando le conseguenze del limite di Nepero.

ESERCIZIO 3s.8 (c), (d) Ricordare i prodotti notevoli

(—y) (@ +ay+y?)=2"-y> e (z+y)(@®—zy+y’) =2+

SOLUZIONI

Sol. Ex. 3s.1 Si tratta sempre di forme indeterminate del tipo [%} si possono utilizzare i
confronti di infiniti.

3_ L
a) lim montd lim 2 (1 il )) :

n—-+400 n3/2 n3 n—-+4o0o —n3 (1 — n*3/2

n—-4oo n2/3 — n2 n—-+oo _77/2
3 6 1/3 1/6 1/3 -1/6
c) lim M = li pln = lim z (1 o ) = lim n3-/2) = lim n~/6 2@
n—too /M — 1 n—+too nl/2 —1 n—toonl/2 (1 —n=1/2)  n>+oo n—-+o0

3.4 2 3 913
d) lim PR i o~ gim 8(n/) 0]

n—+4o00 e"/2 n—-+o00 en/? n—-4o0 6n/2
e) lim (05" =n lim —- infatti {(0.5)"} e {(0.3)"} tendono a 0, essendo le basi < 1
LN xRy
o — "
f) Jim o \”F Jim 20— Tim ( ) —Foo] (base > 1)

1



1 1 1
g) lim nn = lim sl = lim nn

"I (1/2) 4 () =g () S (14 2t

h) lim —5 " = lim i = lim i =
n—+ooln (1 +37) +n23  noteeln[3n(14+37)] + 1023 notoolndn +1In(1+31) +n2/3
n 1

n—l>r—|I—100n1n3 + n2/3 N E

_(nn)’+5(nn)* (nn)’(1+5(nn)"") (lnn)”
k) lim Vn—20 Jm n1/10 = Am = ={0]

Sol. Ex. 3s.2 In tuttii casi tranne (c), (f), (h), (k) si tratta di forme indeterminate del tipo
[0 - 0o] risolubili tenendo presenti i limiti notevoli che riguardano seno, coseno e tangente.

: 3n : 3
. . 3n . sIn (3 . sin (2
a) lim msin = lim S” ) = lim 3- 3(") 3]
n——400 nz+1 n——400 > n—-+o0 =
3n 3
. .oan+1 . sin (2% ~ sin (2
b) lim n?sin = lim S” ) n = lim 1(”) n= lim 3n :
n—-4oo 7’L2 n—-4oo = n—-+00 = n—-+o0o
n n

c) Non si tratta di una forma indeterminata

1 in(e” 1 1 1
lim sin(e” —@ poiché —— < sin(e") < — e siha: {—} —0e {——} —0
n—+oo 1 n n

1
1 coS —= — 1 1
d) lim n(cos——l) = lim LQ:__
n—-+00 \/ﬁ n—-+oo (L) 2

vn

cos — — 1 1 1

Vn :
— V" lim —=.—
vn ”l’rﬁ’o 2 Vn @

1
e) lim /n (cos— - 1) = lim
n—-+o0o \/ﬁ TL*)JrOO\/_\/_

f) Non si tratta di una forma indeterminata:

-1 2 -1 1
i SV ) s —2 < CSVRZL —}—>o
n—-+00 n n n n
. 5 + 2 .
g) nginoon tan e (vedi (a))

h) E una forma indeterminata del tipo [2]; come in (a), lim

n—-toosin ( ) 4

k) Non si tratta di una forma indeterminata:

. n—cosn . on(1—csn) o 1
nahgloo vn nﬂhinoo Vn nLHfoo Vn ={too]  poiché n n n

(i




Sol. Ex. 3s.3 In tuttii casi tranne gli ultimi due si tratta di forme indeterminate del tipo [1°°]:
e quindi opportuno usare il limite di Nepero.

2 9 3n 92 9 3n 9 3n 2 nq3
a) lim (22 g (0 2E)  gim (1422) = dim [ (142) | =
n—-+0o00 7’L2 —MNn n—-+00 ’I’L2 —n n—-+00 7’L2 n—-—+00 n

= ()" ]

b) lim (" ) = hm (14— ) = lm (1+22) = lm |14+
notoo \n2 —n+1 n—+oo n2—n-+1 n——+o0 n2 n—+o0 n
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Nl
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)l n?+2 i
C 1m = 1im
n—+oo \ 2 + 2n n——+00

om3 +n2—2\" n2—3\" 1\"
li —— | =1 1 — 1 14— ) —lel/2
8) J&O( pRE ) nﬁaz( +2n3+1> nﬁzz( +2n) ¢

2
h) Visto che la base +

n?—n+2

2 —n
lim (L) = lim 27 =[0]

n—too \ N2 —n+2 n—-+o0

tende a 2, non si tratta di una forma indeterminata:

k) Non si tratta di una forma indeterminata:

2 —-n 3 _9\" 24 9\"
lim (Zgig) = lim (ZQ+n> = lim (n—zz_—::n> = lim (n—1)" :

n—-4o0o n—-+o0o n—-+00 n—-4o00

Sol. Ex. 3s.4 In tuttii casi tranne il penultimo si tratta di forme indeterminate del tipo [1°°]: &
quindi opportuno usare il limite di Nepero.

.Inn

1 Inn 1 n-o Inn
a) lim (1 + —) = lim (1 + —) = lim e " =[1]
n n

n—-+o00 n—-+o00 n—-+00
1 n 1 (Inn) = . .
b) lim (1-— ) = lim (1+— — lim (e )™ =
) n—1>I—&I-100 ( lnn> n—lflkloo ( * In n) n—lﬁloo(e ) @
¢) lim (14+2 %" = lim (142722 =2



|3

1— =

3\ 32D
(1-5)

on—1\" on—1\3% -
d) lim (¢ = lim = ~dim (14 ——) = fim
n—-+o0 2n + 2 n—+oo \ 2n + 2 n—-+o00 2n + 2 n——+o0 n
e) Non si tratta di una forma indeterminata:
2v/n+1\" 2v/n \" n
lim ( ———=| = lim = lim 2) =|+o0
n—>+oo<\/2n—|—]_> n—-—4oo (\/i\/ﬁ) n——+00 (\/_) -
n n n/2
vV 1 1 1
f) lim ( n ) = lim ( nt ) = lim <1+—> = |e!/?
n—-+oo \/ﬁ n——+o00 n n—-+00 n

Ex. 3s.5 Tutti questi limiti presentano una forma indeterminata del tipo [oo - 0] risolubili

Sol.
con uno dei limiti che servono per il confronto di infinitesimi.
3\" 3
1+ — — In(e?) 3]
n

(n+3) = lim nln (1+§> = lim In
n n—-+o0o

n—-+00

In3
n

1
3" —1 —1
¢ — Quindi

1
n —_ = —_— —
o i 1
n n

a) lim nln
n—-+0o00

b) Osserviamo che a, =n <1 -3
n3
¢’ -1 -In3=—1In3

o = = g
9/4
14+ -2 _
c) Osserviamo che lim ”3/;) = —. Quindi
n—-+00 Yol 4
n
n3/? 2 \%* 9
lim a, = lim 22— [1— (14 —5) |=-2.—=-2
n—1>1:|I—100a n—l}—&l—loo 2 ( + n3/2) 2
1 In2
, s . Co2n -1 e —1
d) Osserviamo che a, =n* (2" —2) =2n*(2" —1) e 1151_1 — = 111}_1 T = In2.
indi li =2In2 li =
Qus i, 21
1 )
" —1 -1 1 sin = 2
e) Osserviamo che lim ¢ — = 1, cioe (e " — 1) ~——-e lim —"* =1, cioe (sin—) ~ —
n—+00 - n n—-+oo Py n n

Quindi, sostituendo ciascuna successione con la sua asintotica,
2 . 1 2
~ i L2

lim : sin —
n

n—+oo — =
n

n—-—+00 6_; o 1
1432 _1 40\ 32 4 3
f) Osserviamo che lirf ( ”)4 = =, cioe (1 — —) —1| ~ <—— . §> Quindi, so-
n—-+00 _— n n

-3

40\ 32
lim \/ﬁ[(l——) —1] = liril NG
n n—-+4o0o

n—-+00

stituendo la successione con la sua asintotica,
( 4 3> @



Sol. Ex. 3s.6 Tre di questi limiti presentano una forma indeterminata del tipo [oo - 0] risolu-
bili con uno dei limiti che servono per il confronto di infinitesimi. Gli altri non presentano forme
indeterminate.

2
a) La successione di termine generale a, = /nln (1 + —) presenta una forma indeterminata
n
In(1+2 2 2 2
[00 - 0]. Poiché lim (f'n) =1, cio¢ In (1 + —) ~=, lim a, = lim 2vn 0]
n—+00 Py n n n—+oo n—+oo N
. . : n—1 : : .
b) Non & una forma indeterminata: hI_I'_l T In :@, in quanto prodotto di successioni
n—-1+0o0
che tendono a 0
In(l14+e™
c) lir+n e"Min(l+e™) =[o0-0] = lir+n e- # =[e]
n—-+oo n—+o00 e "
d) Non ¢ una forma indeterminata: lim n? lnn—+4 = lim n%ln (n_l/ )= —1- lim n’lnn —-
’ n—-+o0o n3/2 — 1 n—-+o0o 2 n—-+oo

in quanto prodotto di successioni che tendono a infinito.

n—-+o0o n—-+o0o

241
e) Non & una forma indeterminata: lim /n (lnn +1) = lim \/n-Inn ={+o0] in quanto
n —

prodotto di successioni che tendono a +o0.

. . . .3 . .
f) La successione di termine generale a,, = (sm —) In (2n + 1) presenta una forma indeterminata
n

o sing (.3 3
[0-00]: poiché lim no— 1, lim (sin>)In(2n+1) = lim =In(2n+1) =[0], per
n

n—-+oo n——+oo n——+oon

Sl

confronto di infiniti.

Sol. Ex. 3s.7 Tutti questi limiti presentano una forma indeterminata del tipo [co — oo]: alcuni
sono banalmente risolubili con considerazioni di ordine di infinito, altri no.

a) lim (\/n—l—\/n+1): lim (\/ﬂ—l—\/ﬂ—i—l) (\/n—l—l—\/n—i—l): lim n_l_n_l_@

n—-+o0 n—-oo (Vn=1++vn+1) n—too n+am

vn—1
b) hm (\/n2—n—\/n—1 = 400 | poiché hrf \/n2—n(1—n—> = lim v/n? —n: piu

n?—n n—00
semphcemente, la prima radice si comporta come vn?, la seconda come +/n; visto che vn? &
infinito di ordine superiore a +/n, il suo comportamento prevale.

c) lim (Vn?—n—+v2n2-1)= nEIEoon (1 = v/2) =[—o0] poiché, per n — oo, la prima radice si

n—-+4o0o

comporta come n, la seconda come v/2n.

(Vn? +5n — v/n? + 3n) (Vn? + bn + v/n? + 3n)
Vn?2 +5n +v/n? + 3n

d) a, =vVn2+5n—+/n2+3n= . Quindi

n?+5n —n?—3n 2n
li n = li = lim — =[1



2 _ _ _ 2 _ —_1)2 _ (n2 _
o) an:u—n:n-(n 1) n 1:n- (n—1)*—=(n*-1) . Quindi

n?—1 n?—1 V2 —1[(n—1)+vn?—1]

2—2n —2n
lim a, = lim n- = limn-—— /-1
n—-4o00 n—-+oo /2 — 1 [n + 1 /nQ] n—+too  n(2n)

2n% — 3n (2n —3) —2v/n%2+n (2n —3)2 —4(n? +n) L
f) a = ———-2n=mn- =n- . Quindi
vn?+n vn?+n V2 +n[(2n — 3) + 2v/n? +n]
4n? — 12 —4n? —4 —1 -1
lim a, = lim n- n nt9 i " lim H.M: lim 6n
n—-+00 n—-+00 V2 [2n+2~ /nz] n—too N (2n+42n) notoo 4n

Sol. Ex. 3s.8 Tutti questi limiti presentano una forma indeterminata del tipo [oco — o0].

3 _
) lim [n(Br®—20) —ln(n® + 1) = lim o> 2" [in3]

n—-+o00 n—-+o0 n3 +1

2 _
b) lim [In(n?—3n) —In(n?+1)] = lim In z +31n —In1=0]

n—+o0o n—+00 n2

2n 4+ 3n%) — (2n®* —n+1
C) an, = V2n3 +3n2—2n3 —n+1= (2n° +3n°) — (2n° —n +1)

(2n3 4 3n2)*% + [(2n3 4 3n2) (203 —n + 1)]Y* + (203 —n + 1)

3n?+n—1 3 -2
Quindi nEIEOOGn nEIJrIlOO 22/3p2 1 92/3p2 4 92/3p2  3.92/3 2

d) a, = V2n3 +n2+ 1+ v/3n—2n3 = v/2n3 +n2+ 1 — v/2n3 — 3n. Quindi, ragionando come in

3 1 1
(c), hm L an = lim n+3n+ =
n—+0022/3n2 4 22/3n2 4 22/3p2 | 3. 22/3

Sol. Ex. 3s.9 Tutti questi limiti presentano una forma indeterminata del tipo [0c?]: ci si riconduce
a un confronto di infiniti.

1

L e In(VATTHVR)
a) lir+n (Vn+ 1—|—\/ﬁ)1 = lir+n <eln(V"+1+\/ﬁ)> = lirf e " —- p01che
1
per n — 400, In(vVn+1+/n) ~In(2yn) = lnn +In2 e quindi ’esponente tende a 3"
\/ﬁ ﬁ In(n—1)
b) 1iI_~I_1 (Vn—1)"" = lilil (n—1)" = 1iI_~I_1 e " :, poiché, per n — +o0,

In(n — 1) ~ Inn e quindi 'esponente tende a 0.

3=

ln(e"+2)

c) lim (e"+2)" = lim (eln(e"+2)) = lime " =[e], poiché, per n — +o0,

n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

3=

In (e" 4 2) ~ n e quindi ’esponente tende a 1.



2
In( e™ —1

d) lim <e"2—1>" — lim <el‘1(€" ‘1)> — lime "  ={foo] poiché, per n — +o0,

3=

n—-+o00 n—-+o0o n—-+o0o

In (e"2 — 1) ~ n? e quindi I’esponente tende a +o0.

Sol. Ex. 3s.10 Tutti questi limiti presentano una forma indeterminata del tipo [0°]: ci si riconduce
a un confronto di infiniti. Si possono utilizzare gli asintotici che provengono dai limiti notevoli utili
per il confronto di infinitesimi.

1 1
a) Poiché, per n — +oo, sin (—) ~—=n"1
n

1 In = 3
lim (sin—) "= lim ()™ = lim (emtm) " e
n—+00

SRS
I
3

1
b) Poiché, per n — +oo, In <1 + —> ~
n

1
1 nZ nL _Inn 1
lim (ln (1—i— —)) = lim (n7!) "= lime * —{1], in quanto lim =T o
n

n—+00 n—+00 n—+o00 n—-+o0o ’]’L2

1 1
c) Poiché, per n — +o0, (e" — 1) ~—=n"1
n

1

n

Vinn 1 —In
m nn . Vinn . 13
lim (e" - 1) = lim (n )" = lim " —0], poiché I’esponente tende a —oo.

n—-+00 n—-+00 n—-+o00

1
d) Poiché, per n — 400, Ve +1—1~ 56_”,

1
(e™)" =le!] in quanto

3=
3
i
+
8
VR
N | —
~~

x 1 "
lim (\/e—”—l—l—l) = lim <§e”) = lim

n—-+o0o n—-+oo

1
1 n
li - =1.
i (3)



