
Alcuni quesiti sulle relazioni in X 
 
Prima di guardare la seconda pagina, svolgere con cura i quesiti. 
 

1. Sia X = { − 1, 1, −i, i } ⊆ C e sia R  la relazione (a,b)∈R ⇔ b = a2. Darne la rappresentazione 
con diagramma cartesiano e con grafo orientato e dedurre se  

• R è riflessiva 
• R è simmetrica 
• R è antisimmetrica 
• R è transitiva 
• R è una applicazione su X 
• RT è una applicazione su X 

 
2. Fornire le stesse rappresentazioni e rispondere alle stesse domande del quesito 1 per 

l’insieme X = { − 1, 0, 1, 2, 3 } ⊆Z e la relazione R:  (a,b)∈R ⇔ a2 + b2= 1. 
 

3. Fornire la rappresentazione con diagramma cartesiano (almeno parziale, quando i punti in 
relazione sono infiniti) e rispondere alle stesse domande del quesito 1 per i seguenti insiemi 
X e relazioni R: 

• X = Z ; (a,b)∈R ⇔ a2 + b= 1 
• X =  Z ; (a,b)∈R ⇔ 2a + 4b= 1 
• X =  Z ; (a,b)∈R ⇔ |a−b| ≤ 1 
• X =  Z ; (a,b)∈R ⇔ 2a + 3b = 1 
• X =  Z ; (a,b)∈R ⇔ a−b  è dispari 
• X =  Z ; (a,b)∈R ⇔ a⋅b≥ 0 
• X =  Z ; (a,b)∈R ⇔ a2 = b2 
• X =  Z ; (a,b)∈R ⇔ b = 2a + 1  
• X =  {insieme delle rette nel piano} ; (r,s)∈R ⇔ r è perpendicolare a s 

 

4. Mostrare che nell’insieme dei polinomi R[x] la relazione 
(p(x), q(x))∈R  ⇔  x2+1 divide  p(x) − q(x) 

è una relazione di equivalenza.  
Trovare un rappresentante “significativo” per ciascuna classe di equivalenza,  in particolare 
per quella che contiene x2. 
Cercare di capire chi è l’insieme quoziente. 

 

 

   



Soluzioni 
 

1. Sia X = { − 1, 1, −i, i } ⊆ C e sia R  la relazione (a,b)∈R ⇔ b = a2 
rappresentazione  

con diagramma cartesiano : 
  

con grafo orientato  
 
la R non è riflessiva (mancano un po’di cappi); non è simmetrica (le frecce sono 
monodirette); è antisimmetrica (stesso motivo); non è transitiva (manca ad es. la freccia da 
i a 1); è un’applicazione (da ogni punto esce una sola freccia). La RT non è una funzione 
poiché, ad es. in – 1 entrano due frecce. 

 
2. Lasciamo le due rappresentazioni al lettore e forniamo solo la soluzione.   

Sia X = { − 1, 0, 1, 2, 3 } ⊆ Z  e sia R  la relazione (a,b)∈R ⇔ a2 + b2= 1. 
La R è formata dalle coppie ordinate {(1,0), (− 1,0), (0,1), (0,− 1)}; è  simmetrica; non è 
riflessiva, né antisimmetrica, né transitiva; non è un’applicazione, né lo è la sua trasposta. 

 
3. Lasciamo la rappresentazione con diagramma cartesiano al lettore e forniamo solo la 

soluzione, il più delle volte senza giustificazione, che il lettore deve trovare. 
 

• Sia X = Z e sia R  la relazione (a,b)∈R ⇔ a2 + b = 1. 
La R è formata dalle infinite coppie ordinate {(a, 1− a2), a∈Z};  non è riflessiva, né 
simmetrica, né antisimmetrica, né transitiva (c’è (1,0), (0,1) ma non (1,1)); è 
un’applicazione, non lo è la sua trasposta. 
 

• Sia X =  Z e sia R  la relazione (a,b)∈R ⇔ 2a + 4b = 1 
La R è la relazione vuota, poiché MCD(2,4)=2  non divide il termine noto 1 (vedi 
equazioni diofantee). È banalmente simmetrica, antisimmetrica e transitiva. Non è 
riflessiva; non è un’applicazione e non lo è la sua trasposta. 
 

• Sia X = Z e sia R  la relazione (a,b)∈R ⇔ |a − b| ≤ 1. 
La R è formata dalle infinite coppie ordinate {(a, a), (a, a + 1), (a, a − 1), a∈Z}; è  
riflessiva e simmetrica. Invece non è antisimmetrica né transitiva (date le due 
coppie (0, 1), (1, 2), la coppia (0, 2)∉R); non è un’applicazione, né lo è la sua 
trasposta.  
 

• Sia X =  Z e sia R  la relazione (a,b)∈R ⇔ 2a + 3b = 1. 
La R è formata dalle infinite coppie ordinate {(− 1 + 3k, 1− 2k),  k∈Z};  non è 
riflessiva,  né simmetrica, né transitiva; è antisimmetrica, poiché  
(− 1 + 3k, 1− 2k)= (1− 2h ,− 1 + 3h)  ⇔  (2h + 3k, 3h + 2k)= (2, 2) ⇔ h = k = 2/5 ∉ Z;  
non è un’applicazione (poiché ad es. non esiste b tale che (0,b)∈R), né lo è la sua 
trasposta (poiché ad es. non esiste a tale che (a,2)∈R). 
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• Sia X =  Z e sia R  la relazione (a,b)∈R ⇔ a−b  è dispari. 
La R è formata dalle infinite coppie ordinate {(2k, 2h+1), (2k+1, 2h), h, k∈Z}; è  
simmetrica. Invece non è riflessiva, né antisimmetrica, né transitiva; non è 
un’applicazione, né lo è la sua trasposta. 
 

• Sia X =  Z e sia R  la relazione (a,b)∈R ⇔ a⋅b≥ 0.  
La R è formata dalle infinite coppie ordinate  

{(h, k),  h, k∈Z,  entrambi non negativi o entrambi non positivi}; 
è riflessiva,  simmetrica ma non transitiva ((1, 0), (0, −1)∈ R ma (1, −1) ∉ R)  né 
antisimmetrica; non è un’applicazione, né lo è la sua trasposta. 
 

• Sia X =  Z e sia R  la relazione (a,b)∈R ⇔ a2 = b2.  
La R è formata dalle infinite coppie ordinate {(h, h), (h, −h), h∈Z}; è riflessiva,  
simmetrica e transitiva (è una relazione di equivalenza le cui classi di equivalenza 
sono costituite dai due numeri interi che hanno ugual modulo); non è 
antisimmetrica; non è un’applicazione, né lo è la sua trasposta. 
 

• Sia X =  Z e sia R  la relazione (a,b)∈R ⇔ b = 2a + 1 .  
La R è formata dalle infinite coppie ordinate {(a, 2a + 1), a∈Z}; non è riflessiva, né 
simmetrica, né antisimmetrica, né transitiva; è un’applicazione, la sua trasposta non 
lo è poiché i b∈Z pari non sono in relazione RT ad alcun a. 
 

• Sia X =  {insieme delle rette nel piano} e sia R  la relazione  
(r,s)∈R ⇔ r è perpendicolare a s. 

La R non è riflessiva,  né antisimmetrica, né transitiva; è simmetrica; non è 
un’applicazione, né lo è la sua trasposta. 

 
4. Nell’insieme dei polinomi R[x] la relazione  

(p(x), q(x))∈R  ⇔  x2+1 divide  p(x) − q(x) 
è una relazione di equivalenza. Infatti  

 p(x) − p(x) = 0(x2+1)+0 
 se p(x) − q(x) = a(x)(x2+1) risulta anche q(x) − p(x) = (−a(x))(x2+1) 
 se p(x) − q(x) = a(x)(x2+1) e q(x) − s(x) = b(x)(x2+1) allora p(x) − s(x) = (a(x) + b(x))(x2+1). 

Le classi di equivalenza sono costituite da tutti i polinomi che divisi per x2+1 danno lo stesso 
resto, ax+b, con a, b variabili comunque  in R e quindi ognuna di esse è rappresentata da 
R(ax+b); in particolare la classe che contiene x2 è R(−1).  
L’insieme quoziente è “sostanzialmente” l’insieme C dei numeri complessi. Anche in questo 
caso, come in Z quando si considerano equivalenti numeri che hanno  lo stesso resto nella 
divisione per n,  si realizza una congruenza, cioè un’equivalenza compatibile con somma e 
prodotto: e le operazioni risultanti nell’insieme quoziente sono proprio quelle definite in C! 


