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In questa dispensa consideriamo alcuni aspetti (molto generali) dello studio
dello spettro discreto (e relative autofunzioni) per operatori di Schroedinger
in una dimensione. Consideriamo anche due degli esempi elementari più noti,
quello del potenziale attrattivo delta di Dirac, e quello della buca di potenziale,
discutendo anche come questo produce, nel limite ovvio, il potenziale “a delta”.
Infine diamo un utile criterio (“teorema del confronto”) che permette di usare i
risultati ottenuti per potenziali di tipo buca al fine di stimare lo spettro discreto
di potenziali di tipo generale.

1 Risultati generali per lo spettro discreto di
operatori di Schroedinger in una dimensione

Iniziamo col ricordare alcuni risultati generali per problemi uno-dimensionali;
di alcuni diamo nel seguito una breve dimostrazione.

Diamo qui per scontato di avere a che fare con operatori di Schroedinger
della forma

H =
p2

2m
+ V (x) = − h̄2

2m

d2

dx2
+ V (x) , (1)

con V (x) il potenziale.

1. Se il potenziale V (x) è limitato inferiormente da V0, e soddisfa

lim
x→±∞

V (x) = V± ,

i livelli discreti dello spettro En (se esistono) soddisfano la condizione1

V0 < En < min(V+, V−) .

Ci riferiremo a questo risultato come teorema del minimo. Nel caso in
cui V0 = min(V+, V−), non si hanno autovalori discreti. In generale, tutti

1Questa implica anche che esiste uno stato legato se esistono stati in cui il valor medio di
H sia inferiore a min(V+, V−).
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i valori di E che soddisfano E ≥ min(V+, V−) appartengono allo spet-
tro continuo. Nel caso V+ 6= V−, allora per tutti i valori dell’energia
min(V+, V−) < E < max(V+, V−) si ha un autovalore non degenere; per
E ≥ max(V+, V−) si ha un autovalore doppiamente degenere.

2. Tutti gli autovalori discreti sono non degeneri, cioè ad ogni autovalore
(dello spettro discreto) corrisponde una sola autofunzione2. Questo risul-
tato è anche noto come teorema di non degenerazione.

3. Se il potenziale è pari, cioè soddisfa

V (−x) = V (x) ,

allora tutte le autofunzioni corrispondenti allo spettro discreto sono o pari
o dispari, ossia soddisfanoψ(−x) = ψ(x) (pari),

oppure
ψ(−x) = − ψ(x) (dispari).

(2)

Questo risultato è anche noto come teorema di parità.3

4. Numerando gli autovalori dello spettro discreto come En (n = 0, 1, 2, ...),
con En < En+1, e le corrispondenti autofunzioni come ψn, la funzione
ψn si annulla in n punti (ha n zeri). Questo risultato è anche noto come
teorema di oscillazione.

Forniamo qui le (semplicissime) dimostrazioni di quanto su affermato.

Dimostrazione del teorema del minimo.
E’ evidente che se ψ è autofunzione dell’Hamiltoniana H = p2/2m + V (q)

con autovalore λ, allora definendo

Ṽ (q) = V (q) + k ,

con k una costante reale, la stessa ψ è anche autofunzione di

H̃ = p2/2m + Ṽ (q)

con autovalore
λ̃ = λ + k .

D’altra parte, se V ammette un minimo negativo finito V0 possiamo scegliere k
in modo che Ṽ sia sempre positivo. Se questa condizione è soddisfatta, il valor
medio di H̃ su ogni stato φ (e quindi anche su ogni autostato ψ) è certamente
positivo.

2Sottolineamo che questo risultato non si applica allo spettro continuo. Ad esempio per la
particella libera l’operatore p2 ha lo stesso autovalore per le autofunzioni eipx ed e−ipx.

3Sottolineamo che non si ha nessun risultato simile per V (x) dispari, V (−x) = −V (x).
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Infatti,

〈H̃〉φ =
1

2m
〈p2〉φ + 〈Ṽ (q)〉φ ,

ed ognuno di questi addendi è non negativo: definendo

W :=

√
Ṽ (q)

(il che è possibile per Ṽ (q) ≥ 0), e supponendo per semplicità di notazione che
sia ||φ||2 = 1, abbiamo

〈p2〉φ = 〈φ|p2|φ〉 = 〈p(φ)|p(φ)〉 ≥ 0 ,

〈Ṽ (q)〉φ = 〈φ|Ṽ (q)|φ〉 = 〈W (φ)|W (φ)〉 ≥ 0 ;

naturalmente ambedue le disuguaglianze discendono dalle proprietà fondamen-
tali del prodotto scalare. Quindi λ̃ ≥ 0, e λ ≥ V0.

Dimostrazione del teorema di non degenerazione.
Siano ψ e φ due (diverse) soluzioni del problema agli autovalori

H ψ = λ ψ

per l’operatore H, relative allo stesso livello E appartenente allo spettro dis-
creto. Allora, ricordando che

H = − h̄2

2m

d2

dx2
+ V (x) ,

queste sono soluzioni di

ψxx =
2m

h̄2
[V (x) − E] ψ

φxx =
2m

h̄2
[V (x) − E] φ

Moltiplicando la prima equazione per φ e la seconda per ψ, e sottraendole l’una
all’altra, otteniamo

ψxx φ − ψ φxx = 0 ;

questa si scrive anche come

d

dx
(ψx φ − ψ φx) = 0 ,

e quindi abbiamo
ψx φ − ψ φx = c .

Per x → ±∞, le funzioni ψ e φ devono (ambedue) tendere a zero4, altrimenti
non sarebbero normalizzabili. Quindi deve essere c = 0, ed abbiamo

ψx φ = ψ φx .

4Più precisamente lo faranno in modo esponenziale, dato che E < min(V+, V−) dove V± =
limx→±∞ V (x).
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Siamo dunque giunti ad un’equazione separabile, che riscriviamo come

ψx
ψ

=
φx
φ

e che ha come soluzione
φ(x) = K ψ(x)

con K una costante (in effetti, di modulo uno dato che ||ψ|| = 1 = ||φ||; quindi
K = exp[iθ]). Abbiamo cos̀ı mostrato che non possono esistere due autofunzioni
indipendenti per lo stesso autovalore (nello spettro discreto) di un operatore di
Schroedinger in una dimensione.

Dimostrazione del teorema di parità.
Sia P l’operatore di inversione spaziale P : x → −x (che induce un’azione

sulle funzioni e gli operatori di L2(R)). E’ evidente che la parte cinetica p2/2m
dell’operatore di Schroedinger è invariante sotto P , mentre la parte potenziale
lo è per ipotesi. Quindi H è invariante sotto P .

Se ora operiamo con P sulla relazione che soddisfano gli stati legati per H,

H [ψ(x)] = E ψ(x) ,

questa viene trasformata in

H [ψ̂(x)] = E ψ̂(x) ,

dove abbiamo definito
ψ̂(x) := ψ(−x) .

D’altra parte il numero E non è stato cambiato, e quindi ψ, ψ̂ sono autofun-
zioni corrispondenti allo stesso autovalore dello spettro discreto. Come abbiamo
visto in precedenza, deve essere

ψ̂(x) = K ψ(x) .

Operando ancora con l’operatore P sulla equazione per ψ̂, otteniamo

H [
̂̂
ψ(x)] = E

̂̂
ψ(x) ;

ma da una parte ̂̂
ψ(x) = ψ̂(−x) = ψ(x) ,

e dall’altra
ψ̂(−x) = K ψ(−x) = K ψ̂(x) ;

quindi

ψ(x) =
̂̂
ψ(x) = K ψ̂(x) = K2 ψ(x) ,

e necessariamente K2 = 1, che ci lascia con le due opzioni

K = ± 1 .
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Abbiamo cos̀ı mostrato che – come annunciato – le uniche possibilità sono

ψ(−x) = ± ψ(x) .

Dimostrazione del teorema di oscillazione.
Per dimostrare questo teorema sarà necessario confrontare due diverse aut-

ofunzioni; in questo contesto è utile usare il teorema del Wronskiano5. Siano ψ1

e ψ2 due funzioni (reali); allora definiamo il loro Wronskiano come

W (ψ1, ψ2) := ψ1(x)ψ′2(x) − ψ′1(x)ψ2(x) = det

(
ψ1 ψ′1
ψ2 ψ′2

)
.

Se ψ1, ψ2 sono soluzione di due diverse equazioni del secondo ordine della forma

ψ′′1 = F1(x) ψ1(x) ,

ψ′′2 = F2(x) ψ2(x) ,

segue facilmente6 che

[W (ψ1, ψ2)]
b
a = −

∫ b

a

[F1(x) − F2(x)]ψ1(x)ψ2(x) dx .

Se ora F1 ed F2 sono della forma

Fk(x) = V (x) − µk

con lo stesso V (x) e diverse costanti µk, il che è proprio il caso se si tratta
di soluzioni dell’equazione di Schroedinger corrispondenti a differenti autovalori
λk = (2m/h̄2)µk (diciamo, sempre per concretezza, con λ1 < λ2), abbiamo
evidentemente

[W (ψ1, ψ2)]
b
a = (µ1 − µ2)

∫ b

a

ψ1(x)ψ2(x) dx .

Ora scegliamo a e b come zeri consecutivi7 della funzione ψ1 (questi possono
essere ±∞); allora ψ1(a) = ψ1(b) = 0, e quindi

[W (ψ1, ψ2)]
b
a = [ψ′1(x)ψ2(x)]

b
a = ψ′1(b)ψ2(b) − ψ′1(a)ψ2(a) .

Notiamo anche che ψ′1(a) e ψ′1(b) devono avere segno opposto, diciamo sempre
per fissare le idee con ψ′1(a) > 0, mentre ψ1(x) ha segno costante nell’intervallo
[a, b]; con la scelta ψ′1(a) > 0, abbiamo ψ1(x) > 0.

5Presumibilmente noto dai corsi di Analisi, ma che ricordiamo qui ad ogni buon conto.
6Moltiplicando la prima equazione per ψ2, la seconda per ψ1, e considerando la differenza

tra le due
7Sottolineamo che è sempre possibile (in assenza di campo magnetico) scegliere ψ reale,

come segue dal fatto che tutti i termini nell’equazione di Schroedinger sono reali.
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Allora

[W (ψ1, ψ2)]
b
a = ψ′1(b)ψ2(b) − ψ′1(a)ψ2(a) = (µ2 − µ1)

∫ b

a

ψ1(x)ψ2(x) dx ;

ma se ψ2 avesse lo stesso segno agli estremi di [a, b], i due membri dell’equazione
avrebbero segno opposto. Quindi ψ2 deve avere almeno uno zero tra ogni due
zeri di ψ1 (mentre va necessariamente a zero, come anche ψ1, per x→ ±∞).

Possiamo quindi ordinare le autofunzioni secondo il numero di zeri al finito
(nodi), e questo ordinamento coincide con quello in termini dell’autovalore cor-
rispondente.8

2 Teorema di degenerazione

2.1 Risultato generale

Un risultato di tipo diverso (nel senso che richiede ipotesi più articolate sull’operatore
da considerare, ed anche che non riguarda il solo caso unidimensionale) è il cosid-
detto “teorema di degenerazione”.

Questo afferma che se una osservabile A commuta con due osservabili B e
C che non commutano tra di loro, cioè

[A,B] = 0 = [A,C] ; [B,C] 6= 0 , (3)

allora A è degenere. Con questo si intende che A ha degli autovalori (propri)
degeneri.

La dimostrazione di questo fatto è immediata: Se A non fosse degenere,
ogni suo autovettore sarebbe anche autovettore sia di B che di C (mentre se
è degenere, possiamo solo affermare che per ogni livello dello spettro esiste un
autovettore comune ad A e B ed uno comune ad A e C), e quindi B e C ammet-
terebbero una base comune di autovettori, e quindi sarebbero necessariamente
commutanti.9

2.2 Esempio: l’operatore di Parità

Consideriamo l’operatore P (di parità, o di “inversione spaziale”) definito sopra,
che agisce sulle funzioni (di una sola variabile x, per ora) attraverso

(Pψ)(x) = ψ̂(x) = ψ(−x) . (4)

8In effetti, il teorema di oscillazione stabilisce anche che non ci sono gap in questo ordi-
namento: ossia che la autofunzione ψn ha esattamente n nodi. Non sono riuscito a trovare
una dimostrazione elementare di questo fatto; per una dimostrazione non elementare si puo’
consultare il testo di Courant & Hilbert.

9Lo studente che avesse perplessità riguardo a questa dimostrazione può controllare la
definizione di osservabile.
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E’ evidente che P 2 = I; inoltre P è autoaggiunto, P+ = P . Infatti,

〈ψ|P |φ〉 =

∫ +∞

−∞
ψ∗(x) φ(−x) dx =

(∫ +∞

−∞
ψ(x) φ∗(−x) dx

)∗
=

(
−
∫ −∞
+∞

ψ(−x) φ∗(x) dx

)∗
=

(∫ +∞

−∞
φ∗(x) ψ(−x) dx

)∗
=

(∫ +∞

−∞
φ∗(x) P [ψ(x)] dx

)∗
= 〈φ|P |ψ〉∗ .

Questo mostra anche che P è unitario: infatti P 2 = I e quindi P = P+ = P−1.
E’ anche semplice mostrare10 che gli unici autovalori di P sono λ = ±1.

Infatti, se
Pψ = λψ ,

ricordando ancora che P 2 = I, e quindi che

P 2 ψ = λ2 ψ = ψ ,

segue che λ2 = 1, cioè
λ = ± 1 .

Le autofunzioni che corrispondono a λ = 1 sono (tutte le) funzioni pari,
quelle che corrispondono a λ = −1 sono (tutte le) funzioni dispari; e l’autovalore
identifica la parità della corrispondente autofunzione.

Dato che ogni funzione f(x) può essere espressa come somma di una funzione
pari f+(x) ed una funzione dispari f−(x), attraverso la definizione

f±(x) =
1

2
[f(x) ± f(−x)] ,

ogni funzione può essere espressa come combinazione lineare di autofunzioni di
P , cioè queste costituiscono un insieme completo (e P è un’osservabile).

Osserviamo anche che P anticommuta con p ed x. Infatti, sia φ una generica
funzione. Allora

P [pφ(x)] = P [ih̄φ′(x)] = ih̄φ′(−x) ,

p[Pφ(x)] = p[φ(−x)] = ih̄
d

dx
φ(−x) = −ih̄φ′(−x) ;

P [xφ(x)] = (−x)φ(−x) = − xφ(−x) ,

xP [φ(x)] = xφ(−x) .

Queste relazioni si esprimono anche come

P xP−1 = −x , P pP−1 = − p .

Quindi P è l’operatore che cambia di segno (inverte) sia la coordinata spaziale
x che il momento p.

10In realtà lo abbiamo già fatto sopra, nella dimostrazione del teorema di parità.
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Esercizio 1. Mostrare che tutte queste proprietà valgono anche per funzioni ψ(x)
definite su uno spazio Rn ad n dimensioni, con P l’inversione (Pψ)(x) = ψ(−x).

Esercizio 2. Considerare in R3 il caso in cui si introducono gli operatori Px, Py, Pz
che agiscono come

(Pxψ)(x, y, z) = ψ(−x, y, z)
etc.; determinare gli autovalori e le autofunzioni di Pk, dire se le osservabili Pk sono

compatibili, e quali sono le autofunzioni che formano un insieme completo.

2.3 Particella libera e parità

Consideriamo ora l’Hamiltoniana di una particella libera,

H0 =
p2

2m

In questo caso è immediato verificare che

[H0, P ] = 0 , [H0, p] = 0 .

D’altra parte, come abbiamo visto in precedenza,

[P, p] 6= 0 .

In effetti, come sappiamo, gli autovalori λ2 ∈ (0,∞) di H0 sono tutti dop-
piamente degeneri, e le autofunzioni corrispondenti sono

ψ
(±)
λ = exp[±iλx] ;

queste soddisfano

p[ψ
(±)
λ ] = ± h̄ λ ψ(±)

λ .

D’altra parte, le ψ
(±)
λ non sono certo autofunzioni di P :

Pψ
(±)
λ = ψ

(∓)
λ .

Naturalmente, dal punto di vista della presente discussione, sarebbe anche
opportuno considerare invece come base delle autofunzioni

ϕ
(+)
λ =

ψ
(+)
λ + ψ

(−)
λ

2
= cos(λx) ;

ϕ
(−)
λ =

ψ
(+)
λ − ψ(−)

λ

2i
= sin(λx) .

Infatti queste soddisfano

Pϕ
(±)
λ = ± ϕ

(±)
λ ,

sono cioè autofunzioni di P . E’ evidente che queste non sono autofunzioni di
p11:

p[ϕ
(±)
λ ] = ± ih̄ λ ϕ(∓)

λ .
11Il teorema sulle osservabili compatibili, in effetti, garantisce l’esistenza di una base di

autofunzioni comuni per P ed H0 ' p2, non per P e p, che non commutano, [P, p] = 2Pp.
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3 Buca di potenziale infinita

La “buca di potenziale infinita” è probabilmente il più semplice sistema quan-
tistico possibile (anche più della particella libera). Si tratta del caso in cui

V (x) =
{

0 per x ∈ [a, b]
∞ altrimenti

(5)

cioè la particella è rigorosamente confinata12 ad un intervallo finito [a, b], che
possiamo sempre identificare – modulo una traslazione dell’origine – con l’intervallo
[−L,L].

L’equazione di Schroedinger è dunque

− h̄2

2m
ψxx = E ψ (x ∈ [−L,L]) (6)

e va complementata con le condizioni al contorno

ψ(−L) = 0 = ψ(L) . (7)

E’ evidente che abbiamo due serie infinite di soluzioni,

ψ
(+)
k =

1√
L

cos

[
(k +

1

2
)
π

L
x

]
,

ψ
(−)
k =

1√
L

sin
[
k
π

L
x
]
.

Queste sono ortogonali tra di loro rispetto al prodotto scalare standard in
L2[−L,L],

(f, g) =

∫ +L

−L
f∗(x) g(x) dx .

Inoltre le ψ
(+)
k sono funzioni pari, le ψ

(−)
k sono funzioni dispari.

Gli autovalori E
(±)
k corrispondenti alle due serie di soluzioni sono

E
(+)
k = (k + 1/2)2

h̄2 π2

2m L2
; E

(−)
k = k2

h̄2 π2

2m L2
.

Dunque la sequenza degli autovalori, partendo dal basso, è

E
(+)
0 , E

(−)
1 , E

(+)
1 , E

(−)
2 , ...

In particolare, osserviamo che lo stato fondamentale (cioè lo stato di energia
minima) non ha energia zero (come sarebbe secondo la meccanica classica, e
come avviene anche nel caso dell’oscillatore armonico), ma ha invece energia

ε0 = E
(+)
0 =

h̄2 π2

8m L2
;

le energie degli altri stati si possono esprimere come

E
(+)
k = 4 (k + 1/2)2 ε0 , E

(−)
k = 4k2 ε0 .

12Questo significa che ψ(x) ≡ 0 al di fuori dell’intervallo finito considerato.
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4 Buca di potenziale finita

Consideriamo ora il potenziale a buca (simmetrica) per valori finiti della ampiezza
ξ e della profondità A, ossia

V (x) =

{
0 per x < −ξ
−A per −ξ ≤ x ≤ x
0 per x > ξ.

(8)

Notiamo che ora gli autovalori sono sicuramente maggiori di −A; quelli positivi
corrisponderanno allo spettro continuo. Scriviamo quindi

λ = E = −|E| .

Consideriamo ora solamente stati legati per questo potenziale V (x); per il
teorema del minimo, questi avranno energia E con

−V0 < E < 0 .

Con questa condizione la funzione d’onda nelle regioni con |x| > λ dovrà sod-
disfare l’equazione per una particella libera,

− h̄2

2m
ψxx = − |E|ψ , (9)

ovvero
ψxx = µ2 ψ

con µ un parametro reale dato da

µ =

√
2m |E|
h̄2

;

quindi la funzione d’onda sarà della forma

ψ±(x) = a± e
−µ|x| .

Invece nella regione con |x| ≤ λ abbiamo

− h̄2

2m
ψxx − V0 ψ = − |E|ψ ,

ovvero

− h̄2

2m
ψxx = − (|E| − V0)ψ . (10)

Riscriviamo ancora questa come

ψxx = − ω2 ψ ,

dove ω ∈ R, e più precisamente

ω =

√
2m(V0 − |E|)

h̄2
,
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ed abbiamo usato l’informazione che V0 > |E|.
Le soluzioni sono naturalmente fornite da

ψ0(x) = c cos(ωx) + s sin(ωx) .

La funzione ψ deve essere continua insieme alla sua derivata (infatti ora ψxx
non ha termini di tipo δ); quindi le condizioni di raccordo in x = ±a sono
semplicemente 

ψ−(−λ) = ψ0(−λ)
ψ+(λ) = ψ0(λ)
ψ′−(−λ) = ψ′0(−λ)
ψ′+(λ) = ψ′0(λ)

Osserviamo che

ψ′−(x) = a− µ e
µx , ψ′0(x) = s ω cos(ωx)− c ω sin(ωx) , ψ′+(x) = − a+ µ e−µx ;

dunque le condizioni di raccordo si scrivono come

M p = 0 ,

dove

M =


e−λµ 0 − cos(λω) sin(λω)
0 e−λµ − cos(λω) − sin(λω)
e−λµµ 0 −ω sin(λω) −ω cos(λω)
0 −e−λµµ ω sin(λω) −ω cos(λω)

 , p =


a−
a+
c
s

 .

Come al solito la condizione per avere una soluzione è che sia Det(M) = 0;
da un calcolo esplicito otteniamo

Det(M) = e−2λµ
[(
ω2 − µ2

)
sin(2λω)− 2µω cos(2λω)

]
.

Osservazione. Sappiamo dalla discussione generale che (avendo un potenziale
pari) le autofunzioni dello spettro discreto saranno pari o dispari, ovvero i coef-
ficienti soddisferanno una di queste coppie di condizioni:{

a+ = a− = a, s = 0 (caso pari) ,
a+ = −a− = a, c = 0 (caso dispari) .

Questo ci permette di semplificare notevolmente i calcoli. �

Autofunzioni pari

Nel caso pari le condizioni di raccordo si riducono a

M+ p+

dove

M+ =

(
e−λµ − cos(λω)
e−λµµ −ω sin(λω)

)
, p+ =

(
a
c

)
.
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Ora
Det(M) = e−λµ [µ cos(λω)− ω sin(λω)] ,

e quindi la condizione per avere soluzioni è che sia

µ = ω tan(λω) .

Ricordando le relazioni tra µ, ω ed E, ossia

µ =

√
2m |E|
h̄2

, ω =

√
2m(V0 − |E|)

h̄2
;

e scrivendo

η := |E|/V0 , K :=
λ
√

2mV0
h̄

,

questa relazione si scrive come√
η

1− η
= tan

[
K
√

1− η
]
. (11)

E’ evidente che il numero di soluzioni cresce al crescere di K.

Autofunzioni dispari

Nel caso dispari le condizioni di raccordo si riducono a

M− p+

dove

M− =

(
e−λµ − sin(λω)
e−λµµ ω cos(λω)

)
, p− =

(
a
s

)
.

Ora
Det(M) = e−λµ [ω cos(λω) + µ sin(λω)] ,

e quindi la condizione per avere soluzioni è che sia

µ = −ω cot(λω) .

Con le stesse notazioni usate più sopra, abbiamo

η

1− η
= − cot

[
K
√

1− η
]
. (12)

E’ evidente che anche qui il numero di soluzioni cresce al crescere di K.

Numero di stati legati per la buca di potenziale

Considerando le relazioni (11) e (12) che determinano l’energia per gli stati
legati (corrispondenti a stati pari e dispari), ed il comportamento delle fun-
zioni trigonometriche, è possibile determinare il numero di stati legati: questo
corrisponde al più piccolo intero maggiore di

NV0,λ =

√
2mV0λ2/h̄

2

π/2
=
√

2mV0
2λ

π h̄
.
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5 Potenziale a delta

Consideriamo l’operatore di Schroedinger con potenziale

V (x) = −A δ(x) , (13)

dove A è una costante reale (positiva). Ci interessa determinare gli stati legati,
ossia le soluzioni di

Hψ = Eψ ,

con E < 0.
Al di fuori del punto x = 0, il problema si riduce a

− h̄2

2m
ψxx = −|E| ψ ,

ovvero

ψxx = µ2 ψ , µ2 =
2m|E|
h̄2

> 0 .

Indichiamo con un indice (−,+) le funzioni negli intervalli (−∞, 0) e (0,∞)
rispettivamente. Abbiamo immediatamente

ψ(±)(x) = a(±) e
µx + b(±) e

−µx .

E’ anche immediato vedere che la condizione di normalizzabilità di ψ – cioè in
sostanza la richiesta di avere ψ ∈ L2(R) – richiede

b(−) = 0 = a(+) .

Quindi

ψ(x) =

{
ψ(−)(x) = a(−) e

µx per x < 0
ψ(+)(x) = b(+)e

−µx per 0 < x.

D’ora in poi scriveremo a(−) = a, b(+) = b; quindi

ψ(x) =

{
ψ(−)(x) = a eµx per x < 0
ψ(+)(x) = b e−µx per 0 < x.

(14)

Le condizioni di raccordo in x = 0 corrispondono alla continuità di ψ e
ad avere una discontinuità di ψ di ampiezza pari ad A (il coefficiente di δ nel
potenziale); Quindi queste sono{

ψ(−)(0) = ψ(+)(0) ,

ψ′(+)(0) = ψ′(−)(0) − Â ψ(−)(0) ;

qui abbiamo scritto
Â := (2mA/h̄2) .

La prima condizione implica che

b = a ;

13



abbiamo quindi
ψ(±)(x) = a e∓µx .

Osservando che
ψ′(±)(x) = ∓ aµ e∓µx ,

la seconda condizione di raccordo diventa

−aµ = aµ − Â a ,

che fornisce immediatamente

µ =
Â

2
=

mA

h̄2
.

Ricordando la definizione di µ in termini dell’energia E = −|E| dello stato
legato, abbiamo

|E| =
mA2

2 h̄2
.

Notiamo che questo determina (univocamente) µ, quindi l’energia E. Il
parametro a non è invece stato determinato, ma il suo valore (a meno di una fase
θ, che può essere presa uguale a zero) segue immediatamente dalla condizione
di normalizzazione ∫ +∞

−∞
|ψ(x)|2 dx = 1 .

Infatti abbiamo∫ +∞

−∞
|ψ(x)|2 dx = 2

∫ ∞
0

|a e−µx|2 dx = 2 |a|2
∫ ∞
0

e−2µx dx

= −
[
|a|2

µ

]∞
0

=
|a|2

µ
;

quindi deve essere
|a|2 = µ ; a =

√
µ eiθ .

Notiamo infine che, come previsto dai risultati generali elencati in precedenza
(in particolare, dal teorema di oscillazione), l’unico stato legato – che è anche
lo stato fondamentale – non ha nodi, ed è inoltre pari (come segue dal teorema
di parità; qui il potenziale è evidentemente pari).

In conclusione,

|E| =
h̄2 µ2

2m
; ψ(x) =

√
µ e−µ|x| , µ = mA/h̄2 .

Esercizio 3∗. Si consideri il potenziale

V (x) = −B δ(x+ ξ) − B δ(x− ξ) ,

con B = A/2 e ξ costanti reali positive. Dopo aver determinato gli stati legati, si

verifichi che per ξ → 0 si ottengono i risultati del potenziale a delta semplice.

14



6 Potenziale a delta e buca di potenziale

Sappiamo che la delta si può ottenere come limite di potenziali non singolari;
in particolare qui ci interessa ottenere la delta come limite di funzioni “rettan-
golari”. Vogliamo ora considerare una successione di “buche di potenziale” via
via più strette e profonde, e vedere se lo spettro discreto di queste corrisponde
a quello del potenziale a delta.

In altre parole considereremo ora il potenziale a buca visto in precedenza,

V (x) =

{
0 per x < −ξ
−A per −ξ ≤ x ≤ x
0 per x > ξ,

(15)

ma ci interessa in particolare il caso in cui

ξ =
1

n
, V0 = A

(n
2

)
. (16)

Infatti in questo caso abbiamo (nel limite n→∞)∫ +∞

−∞
V (x) dx =

∫ +ξ

−ξ
V (x) dx = −A =

∫ +ε

−ε
−A δ(x) dx .

Non dobbiamo fare altro che considerare i risultati generali nell’opportuno
limite.

Autofunzioni pari

Nel caso pari abbiamo mostrato che si hanno soluzioni per

µ = ω tan(λω) .

Ricordando le relazioni tra µ, ω ed E, e scrivendo η = |E|/V0, K = (ξ
√

2mV0)/h̄,
questa relazione si scrive nella forma (11), che riproduciamo qui per comodità:√

η

1− η
= tan

[
K
√

1− η
]
.

Per

λ =
1

n
, V0 = A

n

2
.

risulta immediatamente

K :=

√
mAn

n h̄
=

√
Am

h̄

√
1
√
n ,

quindi il limite n→∞ corrisponde a K → 0. In questo limite, la (11) diventa√
η

1− η
= K

√
1− η ,

15



ossia √
η = K (1− η) ;

è evidente che abbiamo sempre una (ed una sola) soluzione per questa equazione.
Essa è data da

η =
1 + 2K2 −

√
1 + 4K2

2 K2
≈ K2 ,

ovvero

η :=
|E|
V0
' 2m V0 λ

2

h̄2
;

ne segue che

|E| ' 2m

h̄2
V 2
0 λ

2 =
2m

h̄2
A2 n2

4

1

n2
=

mA2

2 h̄2
.

Abbiamo quindi ritrovato il livello dell’unico stato legato per il potenziale
delta. E’ evidente che anche la autofunzione corrispondente converge a quella
trovata nella discussione del potenziale delta.

Autofunzioni dispari

Nel caso dispari abbiamo visto come la condizione per avere soluzioni sia

µ = −ω cot(λω) .

Con le stesse notazioni usate più sopra, abbiamo (anche in questo caso riprodu-
ciamo l’equazione trovata in precedenza, cioè la (12))

η

1− η
= − cot

[
K
√

1− η
]
.

Per K → 0 questa diviene

η

1− η
= − 1

K
√

1− η
,

ossia
K = − η√

1− η
che non ha soluzione per K positivo.

Abbiamo quindi ritrovato tutti i risultati ottenuti per il potenziale a delta;
in altre parole questo puo’ effettivamente essere considerato come opportuno
limite dei potenziali di buca finita.
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7 Teorema del confronto

E’ spesso molto utile poter confrontare un potenziale con un altro potenziale
di cui si conosce lo spettro (o parte dello spettro) per ottenere informazioni
sullo spettro del primo. La base per questo tipo di considerazioni è fornita dal
seguente “teorema del confronto”.

Assumiamo di considerare due diversi potenziali, V+(x) e V−(x), tali che

lim
|x|→∞

V±(x) = 0 ,

ed inoltre tali che
V+(x) ≥ V−(x) ∀x ∈ R .

Allora si può mostrare che se H+ ha uno stato legato, allora anche H− ha
(almeno) uno stato legato. Qui naturalmente abbiamo scritto

H± =
p2

2m
+ V±(x) = − h̄2

2m

d2

dx2
+ V±(x) .

Evidentemente lo spettro continuo (per ambedue le Hamiltoniane) corrisponde

a [0,∞). Quindi se H+ ammette uno stato legato ψ
(+)
0 , questo deve avere ener-

gia E
(+)
0 < 0.

Se H− non avesse nessuno stato legato, il valor medio di H− in qualsiasi
stato sarebbe negativo. Ma

〈ψ(+)
0 |H−|ψ

(+)
0 〉 ≤ 〈ψ

(+)
0 |H+|ψ(+)

0 〉 < 0 .

Quindi H− deve avere almeno uno stato legato ψ
(−)
0 , con energia

E
(−)
0 ≤ E

(+)
0 .

Consideriamo ora la situazione in cui V± sono ambedue potenziali pari,

V±(−x) = V±(x) ;

allora se H+ ammette un secondo stato legato ψ
(+)
1 , con energia E

(+)
1 , questo

è dispari. Essendo dispari, è anche automaticamente ortogonale al primo stato

legato ψ
(−)
0 di H− (che è pari).

Quindi, nel sottospazio degli stati ortogonali a ψ
(−)
0 , esiste uno stato – ap-

punto, ψ
(+)
1 – su cui il valor medio di H− è negativo (come si dimostra proce-

dendo allo stesso modo che sopra); quindi H− deve avere almeno un autovalore

negativo su questo sottospazio. In altre parole esiste uno stato legato ψ
(−)
1 , con

energia E
(−)
1 ≤ E(+)

1 .
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Questo argomento si può estendere a potenziali che non hanno una parità
definita. Supponiamo infatti che H+ abbia due stati legati, e consideriamo

ψ = aψ
(+)
0 + b ψ

(+)
1 (|a|2 + |b|2 = 1) .

Allora

〈ψ|H−|ψ〉 ≤ 〈ψ|H+|ψ〉 = |a|2E(+)
0 + |b|2E(+)

1 ≤ E
(+)
1 < 0 .

Se H− non avesse un secondo stato legato, dovrebbe avere valor medio po-

sitivo in tutti gli stati ortogonali a ψ
(−)
0 . Ma se ϕ0 è la proiezione di ψ

(−)
0 nello

spazio V generato da ψ
(+)
0 e ψ

(+)
1 , esiste almeno un vettore di V ortogonale a

ϕ0. Quindi H− deve avere almeno uno stato legato oltre a ψ
(−)
0 . Inoltre

E
(−)
1 ≤ 〈ψ|H−|ψ〉 ≤ E

(+)
1 ,

ossia abbiamo in tutta generalità che

E
(−)
1 ≤ E

(+)
1 .

Esercizio 4. Dimostrare che lo stesso risultato vale nel caso in cui H+ ammette m+1
stati legati; vale a dire, anche H− ammette almeno m+ 1 stati legati, e le loro energie
soddisfano

E
(−)
k ≤ E

(+)
k k = 0, ...,m .

[Suggerimento: procedere per induzione.]

Esercizio 5. Stimare il numero di stati legati per il potenziale

V (x) = − A

λ2 + x2
.

[Suggerimento: usare il teorema del confronto ed un potenziale a buca.]

Esercizio 6. Determinare il numero minimo di stati legati (dipendente dal parametro
reale β) che possono avere il potenziale

V1(x) = −3
h̄2

mβ2
e−x

2/β2

ed il potenziale

V2(x) = −4
h̄2

mβ2
e−x

2/β2

.

[Soluzione: 1 e 2 rispettivamente.]

Esercizio 7. Determinare λ = λ(n) in modo che il potenziale (λ > 0)

V3(x) = − λ

x2 +A2

abbia almeno n stati legati. [Soluzione: λ(n) ≥ (n− 1)2π2h̄2/(8m).]

Esercizio 8. Determinare il numero di stati legati del potenziale (con λ > 0, A > 0)

V4(x) = − λ

|x|+A
.

[Soluzione: esistono infiniti stati legati. Suggerimento: risulta utile considerare la

funzione F (ξ) = ξ2|V (ξ)|.]
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Appendice – L’oscillatore armonico

L’oscillatore armonico quantistico è stato già studiato in precedenza; ricordiamo
comunque brevemente alcuni risultati e formule notevoli in vista di un utilizzo
futuro nel quadro della teoria delle perturbazioni.

In questo caso, l’Hamiltoniana è

H =
p2

2m
+ V (x) =

p2

2m
+

1

2
ω2 x2 ,

sottolineamo che qui ω è un parametro reale, corrispondente classicamente alla
frequenza dell’oscillatore.

Per risolvere l’equazione di Schroedinger

ψxx =
2m

h̄2

(
mω2x2

2
− E

)
ψ

è utile introdurre una variabile adimensionale ξ definita come

ξ =

√
mω

h̄
x

ovvero riconoscere che esiste una lunghezza caratteristica del sistema, che tramite
semplici considerazioni dimensionali13 risulta essere ` =

√
h/(mω), cosicchè ξ

non è altro che il rapporto x/`.
In termini di questa variabile abbiamo

ψ̂ξξ =

(
ξ2 − 2E

h̄ω

)
ψ̂

e naturalmente bisogna ora pensare ψ̂ = ψ̂(ξ), con ψ̂(ξ) = ψ(ξ
√
mω/h̄) .

Per ξ →∞ possiamo trascurare il termine con E, dunque asintoticamente

ψ̂(ξ) ≈ exp[−ξ2/2] ;

più precisamente avremo

ψ̂(ξ) exp[−ξ2/2] χ(ξ) ,

e sostituendo nell’equiazione di Schroedinger vediamo che χ deve soddisfare
l’equazione

χ′′ − 2 ξ χ′ + 2n χ ,

dove abbiamo definito

n =
E

h̄ω
− 1

2
.

Questa equazione ammette soluzioni con χ finita per ξ finita e che crescono per
ξ → ±∞ non più velocemente di una potenza (in modo tale che ψ̂(ξ) → 0) se

13Lo studente è invitato a costruire una quantità con le dimensioni della lunghezza a partire
dalle costanti fisiche del sistema, ossia h̄, m ed ω.
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e solo se n è un intero non negativo. A meno di una costante (che può essere
fissata richiedendo ||ψ|| = 1) abbiamo

χ(ξ) = Hn(ξ) ,

con Hn il polinomio di Hermite di grado n; questi sono definiti da

Hn(y) := (−1)n exp[y2]

(
dn

dyn
exp[−y2]

)
.

Tornando alla variabile originale x (e determinando il coefficiente per avere
la corretta normalizzazione) risulta

ψn(x) =
(mω

h̄ π

)1/4
exp

[
− mω

2 h̄
x2
]
Hn

(√
mω

h̄
x

)
.

In particolare, dato che H0(y) = 1, lo stato fondamentale è

ψ0(x) =
(mω

h̄ π

)1/4
exp

[
− mω

2 h̄
x2
]
.

Le autofunzioni degli stati n = 1, 2, ... possono essere determinate ricorsiva-
mente (utilizzando le proprietà dei polinomi di Hermite) tramite la formula

ψn(x) =

√
1

2n

(
1

β
x − β

d

dx

)
ψn−1(x) ,

dove abbiamo scritto

β :=

√
h̄

mω
.

Questa si scrive anche in termini degli operatori di abbassamento ed innalza-
mento η ed η†, definiti da

η =
1√

2mωh̄
(p − imωx) , η† =

1√
2mωh̄

(p + imωx) .

Osserviamo infatti che

η η† =
1

h̄ ω
H +

1

2
, η† η =

1

h̄ ω
H − 1

2
;

ne segue anche che [
η , η†

]
= 1 ,

ed inoltre
[H, η] = −h̄ω η ,

[
H, η†

]
= +h̄ω η† .

Sia ora ψn = |n〉 una autofunzione diH corrispondente all’autovalore (all’energia)
E = En. Allora

H η |n〉 = ηH|n〉 − h̄ωη|n〉 = (E − h̄ω) η|n〉 ;
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quindi η|n〉 è un autostato di H con energia E′ = E − h̄ω, cioè corrispondente
al livello n− 1. In altre parole, abbiamo mostrato che14

η |n〉 = |n− 1〉 ;

naturalmente la catena deve terminare nello stato fondamentale, ed in effetti si
ha (come si può controllare dall’espressione esplicita di ψ0(x) = |n〉)

η |0〉 = 0 .

Allo stesso modo, abbiamo

H η† |n〉 = η†H|n〉 + h̄ωη†|n〉 = (E + h̄ω) η†|n〉 ;

quindi η†|n〉 è un autostato di H con energia E′ = E + h̄ω, cioè corrispondente
al livello n+ 1. In altre parole, abbiamo mostrato che15

η† |n〉 = |n+ 1〉 .

Ricordiamo infine che l’energia dello stato fondamentale (e quindi l’intero
spettro) si ottiene immediatamente operando con η pur senza conoscere le fun-
zioni ψn(x). Infatti η|0〉 = 0 implica che

0 = 〈0|η† η|0〉 = 〈0|
(

1

h̄ω
H − 1

2

)
|0〉 =

(
1

h̄ω
E0 −

1

2

)
〈0|0〉 =

(
1

h̄ω
E0 −

1

2

)
,

e quindi necessariamente

E0 =
1

2
h̄ ω .

Segue immediatamente da questo, e dalla discussione precedente, che

En =

(
n +

1

2

)
h̄ ω .

Infine, dalla definizione di η ed η† segue immediatamente che

x = −i
√

h̄

2mω

(
η† − η

)
; p = −i

√
mωh̄

2

(
η† + η

)
.

E’ anche comodo ricordare che, per quanto riguarda i fattori di normalizzazione,

|n〉 =
1√
n!

(
η†
)n |0〉 , 〈0|ηn (η†)n|0〉 = (n!) , 〈0|0〉 = 1 .

G. Gaeta, 28/5/2019

14A meno di un fattore di normalizzazione.
15Nuovamente, a meno di un fattore di normalizzazione.
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