1.3 Descrizione del programma di ricerca:

Gran parte della nostra comprensione dei sistemi dinamici nonlineari passa attraverso le loro proprietà geometriche e topologiche da una parte, e l'analisi perturbativa dall'altra.

Le proprietà di simmetria giocano un ruolo centrale in tutti questi campi e sono uno degli assi principali in tutte le investigazioni dei fenomeni nonlineari.

Il programma di ricerca proposto si propone di avanzare secondo questa linea con due idee guida ulteriori in mente. Da una parte, si tratta di estendere ad un ambito ben più ampio gli strumenti sviluppati in ambito hamiltoniano; l'obiettivo soggiacente sarebbe di estendere l'applicazione fisica di questi strumenti. Da un'altra parte, di avere una "geometrizzazione totale", che avrebbe come strumento principale la teoria ed il linguaggio degli ideali di Cartan, di teorie (quali la simmetria di PDEs) sviluppate in ambito analitico; qui l'obiettivo a lungo termine sarebbe di avanzare nella teoria di Cartan-Kahler utilizzando i risultati di queste altre teorie. Questo approccio é stato perseguito con successo negli ultimi anni.

Il programma proposto intende migliorare la nostra comprensione dei fenomeni nonlineari in diverse direzioni, molto correlate tra loro ma che coprono comunque uno spettro abbastanza ampio. Queste includono:

A - Proprietà geometriche e topologiche 

(A1) Lo studio di come le strutture geometriche alla base della dinamica Hamiltoniana  possono essere (parzialmente) estese ad altri casi; in particolare, a casi in cui il volume dello spazio delle fasi e' conservato (dinamica di Liouville), ed a casi in cui la struttura simplettica e' rimpiazzata da una struttura di hyperKahler ("sistemi hyperhamiltoniani").

(A2) Studio della geometria dei sistemi dinamici non-hamiltoniani con strutture conservate, e la possibilita' di darne una formulazione variazionale non-standard (Gaeta e Morando)  attraverso la teoria di Cartan; questa analisi dovrebbe avere relazioni con la teoria di Cartan-Kahler.

B - Analisi perturbativa

(B1) Sviluppo della teoria delle forme normali di Poincaré-Birkhoff (e sue generalizzazioni, come le forme "ipernormali" o "rinormalizzate") per il caso di sistemi con simmetria, sia generali che hamiltoniani, e per sistemi vicini a sistemi simmetrici (perturbazioni non simmetriche di sistemi simmetrici). 

(B2) Estensione del teorema di Poincaré-Lyapounov sulla persistenza di orbite periodiche invarianti, e della sua generalizzazione (dovuta a Nekhoroshev)  per i tori invarianti, al quadro della dinamica non-hamiltoniana. 

C - Proprietà di simmetria 
(C1) Studio di come la teoria dei sistemi integrabili secondo Arnold-Liouville (basata sulle azioni dei tori ed il principio di sovrapposizione lineare) possa essere estesa ad una teoria piu' generale dei sistemi integrabili in dimensione finita, basata su azioni di gruppi di Lie non abeliani ed i "principi di sovrapposizione nonlineari"; in questo quadro i sistemi hyperhamiltoniani, v. punto (1), costituirebbero un caso meritevole di studio dettagliato.

(C2) Studio della geometria che sottende risultati recenti nell'analisi per simmetria delle equazioni differenziali, quali le "mu-simmetrie" (e le strutture di gauge ad esse collegate), la teoria della riduzione di Anderson, Fels e Torre, e l'applicazione della teoria di Michel-Palais (creata per sistemi descritti da un principio variazionale) a sistemi dinamici nonlineari generali. Questo studio passa anche attraverso la formulazione in termini di ideali di Cartan.

1.4 Obiettivi che si intendono raggiungere:

La ricerca si sviluppera' lungo gli assi indicati in precedenza. Gli strumenti da utilizzare provengono da diversi ambiti teorici,  che sono ovviamente interconnessi, ed in ognuno di questi sarà necessario ottenere dei nuovi risultati:


1. Dinamica nonlineare (inclusi sistemi integrabili, e meccanica analitica);


2. Metodi di simmetria per equazioni differenziali;


3. Teoria geometrica delle rotture di simmetria;


4. Teoria delle perturbazioni (principalmente teoria delle forme normali).

Questi sono ovviamente troppo numerosi per poter essere tutti perseguiti allo stesso tempo, e troppo vari perché un giovane postdoc possa lavorare nei tre ambiti: a seconda delle competenze gli/le sarà richiesto di farsi carico dello sviluppo di uno dei settori, e possibilmente di collaborare in parte allo sviluppo di un secondo. 

Obiettivi concreti e verificabili in ognuno degli ambiti precedentemente indicati possono essere identificati come segue.  

A - Proprietà geometriche e topologiche 

(1) Completamento della formulazione della generalizzazione della dinamica hamiltoniana basata sulla geometria di hyperKahler, con obiettivo l'applicazione a sistemi di spin; e sviluppo di una teoria dei "sistemi integrabili di hyperkahler". 

(2) Formulazione di un principio variazionale per algebre (in generale, non abeliane) di campi di vettori; applicazione di questo allo studio delle superfici minimali, anche in ambito fisico-chimico.

(3) Studio delle relazioni tra teoria di Michel e la teoria della riduzione di Anderson, Fels e Torre. Questo dovrebbe portare allo sviluppo di un metodo per lo studio dei sistemi dinamici equivarianti attraverso la corrispondente dinamica negli spazi quoziente (spazio delle orbite), in particolare con applicazione a sistemi dinamici che ammettono principi di sovrapposizione nonlineari, ed estensione a PDE di evoluzione. 

B - Analisi perturbativa

(1) Sviluppo della teoria delle "Poincaré renormalized forms", per sistemi con simmetria ottenendo una estensione delle "Joint normal forms" a questo ambito; e per sistemi vicini a sistemi simmetrici.

(2) Estensione della teoria di Poincaré-Lyapounov-Nekhoroshev sulla persistenza di tori invarianti al caso di varieta' invarianti sotto algebre di campi di vettori non-hamiltoniani.

(3) Applicazione del metodo dello splitting di Poincaré e della teoria delle forme normali allo studio di perturbazioni (in particolare, non-hamiltoniane e/o non simmetriche) di sistemi di oscillatori accoppiati.

C - Proprietà di simmetria 
(1) Formulazione delle lambda e mu-simmetrie in termini di connessioni su fibrati di getti e quindi teorie di gauge. 

(2) Formulazione di una teoria della simmetria e riduzione per simmetria degli ideali di Cartan. Applicazione ad equazioni di tipo Hamilton-Jacobi.

(3) Applicazione di risultati recenti sulla relazione tra la teoria delle forme normali e la teoria di Landau delle transizioni di fase.

In tutti questi casi, il raggiungimento degli obiettivi sarebbe da comprovarsi attraverso la pubblicazione dei risultati in riviste scientifiche internazionali di riconosciuto prestigio. 

