
Corso di dottorato: Gruppi di Lie e Azioni

GRUPPI di LIE

• Richiami di Geometria differenziale: Campi Vettoriali e flussi associati;
• Distribuzioni Involutive e Integrabili e Teorema di Frobenius;
• Definizione di Gruppo di Lie e primi esempi;
• Considerazioni sui rivestimenti di Gruppi di Lie;
• Gruppo fondamentale di gruppi di Lie;
• Algebre di Lie, Campi invarianti a destra e a sinistra;
• Teoremi sui gruppi di Lie e algebre: corrispondenze;
• Rappresentazione Ad e ad, Forma di Killing;
• Considerazioni sui gruppi di Lie abeliani.

AZIONI DI GRUPPI DI LIE

• Azioni libere e proprie;
• Azioni di gruppi compatti. Gruppi unimodulari. Esistenza di Misure di Haar;
• Il teorema della Slice e idee della dimostrazione;
• Classificazione delle orbite;
• Varietà simplettiche, richiami su fibrati principali e fibrati associati;
• Azioni Hamiltoniane, mappa momento;
• Riduzioni simplettiche, Teorema di Marsden-Weintein;
• Varietà Simplettiche Toriche, Teorema di Delzant.

1. Lezione per lezione

LEZIONE 1 (01/12) (2 ore) V Problema di Hilbert. Definizione di gruppo topologico e gruppo
di Lie. Esempi. GL(n,R), SL(n,R), O(n,R), SO(n,R). Richiami su sottovarietà , immersioni
e sottovarietà embedded. Lo spazio tangente nell’identità ad un gruppo di Lie. Rivestimento
universale di un gruppo di Lie. Teorema: Se G gruppo di Lie anche il suo rivestimento universale
è un gruppo di Lie e l’applicazione di rivestimento è π un omomorfismo di gruppi di Lie. Centro

del gruppo di Lie G e kerπ ⊆ Z(G̃). Componente connessa dell’identità è ancora un gruppo di
Lie. (Vedi [1],[5])
LEZIONE 2 (06/12) (2 ore) Dimostrazione del fatto che l’attaccamento di lacci è omotopo
al prodotto puntuale di lacci. Teorema: Se ho omomorfismo di due gruppi H,G di Lie con G
connesso tale che il differenziale nell’identità sia isomorfismo allora H riveste G. Richiami su:
campi vettoriali. Definizione in generale di algebra di Lie. Esempi: l’algebra di Lie dei campi
vettoriali su di una varietà M . Lemma di Frobenius. I campi vettoriali invarianti a sinistra e
a destra ad un gruppo di Lie formano un’algebra di Lie. Isomorfismo tra l’algebra dei campi
invarianti su G e il tangente all’identità di G. (Vedi [1],[5] )
LEZIONE 3 (13/12) (2 ore) Richiami sui flussi di campi vettoriali. Derivata di Lie. Se α omo-
morfismo di gruppi di Lie il suo differenziale è un omomorfismo di algebre di Lie. Sottogruppi
di Lie. Enunciati dei tre Teoremi e considerazioni relative. Teorema di Ado (solo enunciato).
Altri esempi di Algebre di Lie per SU(n) e U(n). Il centro di SU(n). Bracket nell’algebra delle
matrici. Il caso SU(2) e SO(3). Isomorfismo delle algebre di Lie, SU(2) riveste SO(3). Deter-
minazione del centro di SU(2). Considerazione sul gruppo fondamentale di SO(n) e GL(n,R).
(Vedi [1],[5] )
LEZIONE 4 (15/12) (2 ore) Distribuzioni su varietà differenziabili. Distribuzioni integrabili e
involutive. Dimostrazioni dei teoremi di corrispondenza tra algebre e gruppi di Lie. Definizione
di Ad e ad e considerazioni sull’esempio SU(2) e SO(3). ([1])
LEZIONE 5 (20/12) (2 ore) L’esponenziale. Definizioni, proprietà , applicazioni ai diagrammi.
Dimostrazione che ad(X)(Y ) = [X,Y ]. Il caso abeliano: i gruppi abeliani compatti sono tutti e
soli i tori. La forma di Killing-Cartan. Espressione esplicita di B nel gruppo delle matrici. ([5])
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LEZIONE 6 (10/01) (2 ore) Ancora sulla forma di Killing Cartan. Il caso semisemplice.
Cenni sul caso compatto, e conseguenze sul gruppo fondamentale di un gruppo di Lie Com-
patto semisemplice. L’algebra e le involuzioni di Cartan: Caso algebra di un compatto, caso
complessificazione di un’algebra reale e caso di algebra di Lie reale. Decomposizione polare.
Inizio delle azioni. Definizioni di azioni. Orbite, azioni transitive e stabilizzatori. Esempi.
Come dare una struttura di varietà alle orbite, Teoremi (senza dimostrazioni). Azioni Proprie.
Conseguenze sullo stabilizzatore. Azioni Libere e proprie, struttura dello spazio delle orbite e
conseguenze sulla strutture delle orbite. Fibrato principale.
LEZIONE 7(12/01) (2 ore) Idee della dimostrazione del caso azione libera e propria. Il caso
di azione solo propria e non libera. Ingrediente principale la possibilità di costruire metriche
Riemanniane G invarianti. Caso G finito su uno spazio vettoriale. Caso G che agisce in maniera
irriducibile, unicità della metrica invariante.
LEZIONE 8 (15/01) (2 ore) Metriche biinvarianti su gruppi di Lie. Richiami di geometria
Riemanniana: connessioni, curvatura e geodetiche. Connessioni di Levi Civita su gruppi di
Lie e su gruppi di Lie unimodulari. Geometria Riemanniana di gruppi di Lie con metriche
biinvarianti. ([4],[5])
LEZIONE 9 (17/01) (2 ore) Richiami e teorema della slice (enunciato). Idee della costruzione.
Esempio semplice per l’azione del gruppo ortogonale su sfere. Conseguenze sull’intorno tubo-
lare. Conseguenza sulle orbite (vedi [6] pagg 91–100) Definizione di azione polare. Esempio (il
teorema spettrale). Enunciato del teorema dei tori massimali. Applicazione allo studio delle
orbite di G su G per coniugio. Esempio di SU(3). Richiami sulle forme differenziali su varietà
[1]).
LEZIONE 10 (24/01) (3 ore) Le varietà simplettiche. Cenni sulle riduzioni di fibrati principali.
(vedi anche [6] pag 47–53) ([2]) Il fibrato lineare dei riferimenti L(M). Parallelizzabilià , il caso
dei gruppi di Lie. Campi simplettici e Hamiltoniani. Azioni Hamiltoniane. La mappa momento.
Prime proprietà (vedi [3])
LEZIONE 11 (31/01) (3 ore) Immagine della mappa momento, teoremi di Atiyah e Guillemin
e Sternberg. Azioni speciali: Orbite coisotrope e lagrangiane. Le varietà simplettiche toriche.
Costruzione del politopo dei momenti. Procedimento inverso. Marsden-Weinstein. (Vedi [3])
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