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Prova intermedia

1. Sia V := R3[t] lo spazio vettoriale dei polinomi di grado ≤ 3 nella indeterminata t a coefficienti reali e
sia f : V → V l’applicazione definita ponendo

f(at3 + bt2 + ct+ d) = −bt3 − at2 + dt+ c,

per ogni polinomio at3 + bt2 + ct+ d in V . Dopo aver verificato che f ∈ End(V ),

(a) dimostrare che f è diagonalizzabile ed esibire una base di V costituita da autovettori di f ;

(b) determinare il polinomio minimo di f .

2. In M(4;R) si considerino le due matrici

A =

(
E O
O F

)
e Bb =


2b −1 0 −1
0 b 0 0
0 −1 0 −1
0 1 0 b

 ,

dove, nella prima, O, E ed F denotano sottomatrici 2 × 2, con O matrice nulla, mentre E ed F sono
nilpotenti e non nulle. Determinare eventuali valori del parametro reale b per i quali le matrici A e Bb

sono simili.

3. Sia V = K3, con K = Q o R, e si consideri la forma bilineare simmetrica ϕ : V × V → K definita
ponendo ϕ(u, v) = uTAv per ogni u, v ∈ V , dove

A =

 2 0 1 + k
0 1 0

1 + k 0 2

 (k ∈ K).

(a) Supposto K = Q e posto k = 0, determinare una base ϕ-coniugata di V .

(b) Supposto K = R, determinare la segnatura della forma quadratica Φ, associata a ϕ, in dipendenza
da k.

(c) Supposto K = R e posto k = 1, determinare una base di V rispetto alla quale Φ sia nella forma
canonica.

4. Nello spazio affine euclideo E4 sono dati il piano π di equazioni x− z −w = y− z +w = 0 e la retta r
passante per i punti A ≡ (−1, 0, 1, 1) e B ≡ (−1, 1, 0, 2).

(a) Dopo avere verificato che r e π sono sghembi, calcolare la (minima) distanza tra r e π.

(b) Detta ` la retta incidente sia r che π e perpendicolare ad entrambi, si considerino nello spazio
proiettivo P4 = E4 le rette proiettive Λ1 := r e Λ2 := `. Determinare un iperpiano H di P4, non
contenente Λ1 né Λ2, tale che nello spazio affine A := P4 \H, le tracce affini di Λ1 e Λ2 risultino
parallele.

N.B.Tutti i risultati devono essere giustificati con brevi e chiare spiegazioni.


