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Prova intermedia
Tema A

1. Sia V = Rglt] lo spazio vettoriale dei polinomi a coefficienti reali in una indeterminata ¢, di grado < 3,
e sia f ’endomorfismo di V' definito da
flat® + bt? +ct +d) = dt® + ct* + bt +a,
per ogni polinomio at® + bt? +ct +d € V.

(a) Determinare gli autospazi di f.

(b) Determinare il polinomio minimo di f e quello dell’endomorfismo f2.

2. Si considerino lo spazio vettoriale W = M (2, R) delle matrici reali 2x 2 e applicazione ¢ : WxW — R
definita ponendo ¢, (X,Y) = Tr(Xr HY), per ogni X,Y € W, dove H ¢ la matrice

1 0
w=[5 0]
con h parametro reale.

(a) Stabilire per quali valori di & la ¢} rende W uno spazio vettoriale euclideo.
(b) Posto h = 4, determinare una base ortonormale di W rispetto al prodotto interno dato da 4.

(¢) Sempre per h = 4, stabilire se la trasposizione (i.e. X +— Xp per ogni X € W) definisce un
endomorfismo simmetrico di W rispetto al prodotto interno dato da ;.

3. Sia K il campo razionale, reale o complesso, sia ¢ : K3 x K3 — K la forma bilineare simmetrica
definita rispetto alla base canonica dalla matrice

2 4 0
Ay=|4 2o -3 (b € K),
0 -3 2

e sia ® la forma quadratica ad essa associata.

(a) Supposto K = R, determinare la segnatura di ® in dipendenza dal parametro b.
(b) Supposto K = C, stabilire per quali valori del parametro b la matrice A, si pud esprimere nella
forma A, = CrC con C € GL(3,C).

(c) Supposto K = Q e posto b = 1, determinare una base p-coniugata di Q3 ed esprimere ® rispetto
ad essa.

4. Nello spazio affine euclideo E* sono dati il piano 7 di equazioni x —y — 2z =y — 2z +w = 0 e la retta r
passante per i punti A = (-1,1,1,0) e B=(-1,2,0,1).

(a) Verificare che r e 7 sono sghembi e calcolare la (minima) distanza tra r e 7.

(b) Sulla retta ', tagliata su 7 dall’iperpiano H di equazione z + 1 = 0, si consideri il punto C' =

(—1,-1,0,1). Determinare i punti D € 7’ tali che il tetraedro di vertici A4, B, C, D abbia volume

(in senso elementare) 2.

N.B. Tutti i risultati devono essere giustificati con brevi e chiare spiegazioni.



