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In questo breve testo dimostriamo un teoremadi decomposizione simile al famoso paradosso di Banach-Tarski, usando
un semplice teoremadel punto fisso. L'articolo originale €
V. KLEE & J. R. REAY, A surprizing but easily proved Geometric Decomposition Theorem
Math. Magazine 71 (1998), 3-11.

Con reticolo completo intendiamo un insieme parzidmente ordinato (S,£) tale che
ogni suo sottoinsieme non vuoto ammette sia |’ estremo superiore (ciog, il minimo del
maggioranti) sal’ estremo inferiore (ciog, il massmo dei minoranti).

Teorema di Birkhoff. Ogni funzione monotona non decrescente da un reticolo
completo in s& ha un punto fisso.

Dimostrazione. Sia F:S® S non decrescente, dove S é il reticolo completo.
Denctiamo con m |’estremo inferiore di S (e quindi il minimo di S). L’indeme
A={xI S x £ F(X)} non & vuoto perché contiecne m Denotiamo s :=sup(A).
Dimostreremo che s € un punto fisso per F.

Sexi A, essendo X £5s,9 ha x £F(X) £ F(s). Allora F(s) & un maggiorante per
A,percui s £F(s) (s éil minore dei maggioranti!).

Dall’ dtra parte, la monotonia di F implica F() £ F(F(s)), cioe, anche F(S)
appartienead A. Percio F(S)E£s. V

Commento. Osserviamo che nella dimostrazione abbiamo usato soltanto I’ esistenza
del punto minimo di tutto S e I’ esistenza, per ogni Al S, di sup(A). Per cui il teorema
di Birkhoff puo essere enunciato nella seguente forma piu generale:

Sano S un inseme parzialmente ordinato e FF.S® S una funzione non decrescente.
Supponiamo che esista un punto bl S con le proprieta:

1) b£F(b); 2) per ogniinseme Al S :={xI S:b£x} esstesup(A) in S,
Allora F ha un punto fisso.

(Dimostrazione: uguale aquelladel Teoremadi Birkhoff, con S a posto di S))

Dal teorema di Birkhoff dedurremo una versione forte del famoso teorema di Cantor-
Bernstein (s2 A e B sono due insemi tali che esistano funzioni iniettive FA® B e
gB® A, allora esiste una corrispondenza biunivoca fra A e B); questa versione
specifica che la corrispondenza biunivoca fra i due insemi puo essere costruita
usando le due funzioni iniettive.



Teorema CB. SanofA® B e gB® A due funzioni iniettive fra due insemi A,B.
Alloraesstonoinsem A;, A,, B; eB, tali che

1. A=A,EA,, B=B,EB, eledue unioni sono disgiunte;

2. f(A1)=B1, 9(B2)=A; . A

(In particolare, la funzone hA® B, data da h(a)=f(a) per a A;, h(a=g'(@ per
al A, , @una corrispondenza biunivocafraA eB.)

Dimostrazione. Per uninsieme X denotiamo con A (X) I'insieme delle parti di X. E
facile vedere che, ordinato con I’inclusione, A (X) & un reticolo completo.
Definiamo FA (A)® A (A) con F(U) = A\ g(B \ f(U)). Siccome F & monotona
non decrescente (facile!), per il teoremadi Birkhoff esiste Vi A (A) tale che
*) V=KV)=A\gB\f(V)).
Alloragdli insemi A;:=V, Bi=f(V), B,:=B\ F(V), A:=A\V soddisfano la tes
del teoremaperché (*) equivadeadireche g(B\ F(V))=A\V ,ciog g(B,)=A,. y

Diremo che due sottoinsemi A e B di uno spazio vettoriale X sono omotetici (e
scriveremo A~B) se esiste una omotetia non costante H:X® X (ciog, H(x)=ax+b
cona scalarenon nulloebl X) tae che H(A)=B. (Notiamo che “~" & una relazione
di equivalenzasu A (X).)

Teorema di decomposizione. Sano A eB due sottoinsiemi limitati a interno non
vuoto di uno spazio normato X. Allora esstono decomposizioni A=AEA, e
B=B,EB, (unioni disgiunte) di A edi B per lequali A, e B; sono omotetici per
i=1,2.

Dimostrazione. Siano d A, bl B, r,r,RR'T (0,+¥) tdi che

Bar)l Al B(aR) e B(br)l Bl B(bR)
(B(c,r) denota la bolla chiusa di raggio r centrata in c). E facile verificare che le
funzioni

fX)=b+(r'/'R)(x-a) e g(x)=a+(r/R’)(x-b)
sono omotetie iniettive (e suriettive) su X tali che f(B(aR))=B(b,y) e
g(B(b,R))=B(ar). Percui f(A)1 B e g(B)I A. Per completare la dimostrazione, &
sufficiente applicare il Teorema BC.

Concludiamo ricordando il famoso Paradosso di Banach-Tarski: Sano A e B due
insiemi limitati a interno non vuoto inR" (n3 3). Allora, per un opportuno ki N,
ammettono decomposizioni A=AEY4EA, , B=B,E¥EB, (unioni disgiunte) tali
che, per ogni i, esiste un “ moto rigido” chetrasforma A; in B;.



