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Introduzione-De�nizioni
Esempi
Lemma Johnson-Lindenstrauss

Φ ∈ Mn×N con n ≤ N Φ : RN → Rn

(Ω,P) ω → Φω

Norma euclidea ‖ x ‖2= (
∑n

k=1 x
2
k )1/2

Norma 1 ‖ x ‖1=
∑n

k=1 | xk |

De�nition

Johnson-Lindenstrauss Transform se esiste c > 0 tale che per
per ogni ε ∈ (0, 1) e per ogni x ∈ RN si ha:

P
({

(1− ε) ‖ x ‖22≤‖ Φx ‖22≤ (1 + ε) ‖ x ‖22
})
≥ 1− 2e−cε

2n
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Esempi di JLT

Examples

Φ = {Φij} con Φij v.a. i.i.d. N(0, 1
n

)

Φ = {Φij} con Φij v.a. i.i.d. uniformi {−1√
n
, 1√

n
}

Φij =


+
√

3
n

con probabilità 1/6

0 con probabilità 2/3

−
√

3
n

con probabilità 1/6

Variabili Subgaussiane: E exp(tX ) ≤ exp(σ2t2/2) per ogni
t (σ2 = var(X ))
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Lemma di Johnson-Lindenstrauss
(Riduzione dimensionale)

Theorem

Esiste una costante C tale che per ogni ε ∈ (0, 1/2) e per ogni
insieme di punti {x1, x2, · · · , xN} in RN per n = Cε−2 lnN
esiste un operatore lineare Φ : RN → Rn tale che per ogni
i 6= j

(1− ε) ‖ xi − xj ‖22≤‖ Φxi − Φxj ‖22≤ (1 + ε) ‖ xi − xj ‖22

L'operatore è ottenuto da una JLT .

Si può fare in modo che vi sia un'alta probabilità di
ottenere una tale riduzione dimensionale.

Scegliendo la terza famiglia di matrici si ha una notevole
riduzione computazionale.
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Una diversa interpretazione
(x ∈ RN e Φ matrice n × N)

y = Φ x

Vettore ottenuto
(si spera di bassa
dimensione)

Matrice di codi�ca
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Vettore dei dati (di
grande dimensione)

Un vettore è k-sparso se | {j : xj 6= 0} |≤ k
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De�nition

Una matrice Φ soddisfa alla Restricted Isometry Property
(RIP) di ordine k se esiste un δk ∈ (0, 1) tale che

(1− δk) ‖ x ‖22≤‖ Φx ‖22≤ (1 + δk) ‖ x ‖22

per ogni vettore x k-sparso.
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σk(x) = inf{‖ x − y ‖1: y k-sparso} =
N∑

j=k+1

| x∗j |

Theorem

Se Φ soddisfa alla RIP di ordine 3k allora allora esiste una
costante C tale che

‖ x −∆(Φx) ‖2≤
Cσk(x)√

k
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JLT ⇒ RIP

Theorem

Per ogni δ ∈ (0, 1) se Φ è una JLT allora esiste una costante c
(dipendenti solo da δ) tale che ogni k ≤ cn/ log(N/k) si ha
che Φ soddisfa alla RIP di ordine k e δk = δ (con "grande
probabilità").

Ck log(N/k) ≤ n

x ha 300 componenti ed è 10-sparso. Bastano 30
osservazioni per ricostruirlo esattamente.
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Teorema di Kashin

(x ∈ R2) 1√
2
B2 ⊆ B1 ⊆ B2

1√
n
B2 ⊆ B1 ⊆ B2 (x ∈ Rn)

‖ x ‖2≤‖ x ‖1≤
√
2 ‖ x ‖2 ‖ x ‖2≤‖ x ‖1≤

√
n ‖ x ‖2
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rotazione g
π/4
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1√
2
B2 ⊆ B1 ∩ g(B1) ⊆

√
2−
√
2B2
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Teorema di Kashin

1√
2
B2 ⊆ B1 ∩ g(B1) ⊆

√
2−
√
2B2

1√
2−
√
2
‖ x ‖2≤ max(‖ x ‖1, ‖ g(x) ‖1) ≤

√
2 ‖ x ‖2
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Theorem

Esiste una costante C tale che per ogni n (su�cientemete
grande) esiste una g ∈ On (g t = g−1) per cui

1√
n
B2 ⊆ B1 ∩ g(B1) ⊆ C√

n
B2

(c
√
n ‖ x ‖2≤ max(‖ x ‖1, ‖ g(x) ‖1) ≤

√
n ‖ x ‖2)
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Theorem

Esiste una costante C tale che per ogni n (su�cientemente
grande) lo spazio R2n contiene due sottospazi ortogonali E e
E⊥ (dimE =dimE⊥ = n) tali che

c
√
n ‖ x ‖2≤‖ x ‖1≤

√
n ‖ x ‖2

per ogni x ∈ E ∪ E⊥
(
E = ker(I | g),E⊥ = ker(−g t | I )

)
Corollary

Esiste una base ortonormale {φn} di L2 tale che la norma L2 e
L1 sono equivalenti sui sottospazi {φn : n pari } e
{φn : n dispari }
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Grazie a metodi propri della teoria dei C-S si può
dimostrare che altre mappe si possono usare al posto di
g . Ad esempio tutte quelle indicate negli esempi di JLT.

Si può ottenere il teorema di Kashin usando una JLT?
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JLT (1-2-3) J-L Lemma (4-5-12-13)
(riduzione dimensionale)

(16)

C-S (RIP)

(6-15)
Kashin splitting (7-9-10-11)

(8)

(14)
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