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Johnson-Lindenstrauss Transform Introduzione-Definizioni

Esempi
Lemma Johnson-Lindenstrauss

e dec M, yconn<N ¢: RNV 5 R"
o (QP)w— o,

o Norma euclidea || x |l.= (D ;_, x2)/?
Norma 1 || x [l1= >4y | x|

Definition

Johnson-Lindenstrauss Transform se esiste ¢ > 0 tale che per
per ogni € € (0,1) e per ogni x € R" si ha:

7C52n
P{A—e)llx 2=l ox < (1 +e) [ x [I2}) > 1—2e
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Johnson-Lindenstra form Introduzione-Definizioni
omp ing Esempi
e Lemma Johnson-Lindenstrauss

Esempi di JLT

o & ={d;} con & v.a. iid N(0,1)
o & = {d;} con ®; v.a. i.i.d. uniformi {&—%, %}

—l—\/% con probabilita /e
0

° ;= con probabilita 2/3

3 |w

con probabilita 1/s
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Johnson-Lindenstrauss Transform Introduzione-Definizioni
0 essed i Esempi
Lemma Johnson-Lindenstrauss

Esempi di JLT

o & ={d;} con & v.a. iid N(0,1)

o & = {d;} con ®; v.a. i.i.d. uniformi {&—%, %}

—|—\/% con probabilita 1/s
e ;=<0 con probabilita 2/3

o

con probabilita 1/s

o Variabili Subgaussiane: E exp(tX) < exp(c?t?/2) per ogni
t (02 = var(X))
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Lemma di Johnson-Lindenstrauss

(Riduzione dimensionale)

Theorem

Esiste una costante C tale che per ogni ¢ € (0,1/2) e per ogni
insieme di punti {x1, xo, --- ,xy} in RY pern= Ce2InN
esiste un operatore lineare ® : RN — R" tale che per ogni

i #J

(1—2) [l % —x [3<] ®xi — Dx; [3< (1+2) | x5 —x |13
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Theorem
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Johnson-Lindenstrauss Transform Introduzione-Definizioni
0 esse: Esempi
Lemma Johnson-Lindenstrauss

Lemma di Johnson-Lindenstrauss

(Riduzione dimensionale)

Theorem

Esiste una costante C tale che per ogni ¢ € (0,1/2) e per ogni
insieme di punti {x1, xo, --- ,xy} in RY pern= Ce2InN
esiste un operatore lineare ® : RN — R" tale che per ogni

i #J

(1—2) [l % —x [3<] ®xi — Dx; [3< (1+2) | x5 —x |13

@ L'operatore € ottenuto da una JLT.
@ Si pud fare in modo che vi sia un’alta probabilita di
ottenere una tale riduzione dimensionale.

@ Scegliendo la terza famiglia di matrici si ha una notevole
riduzione computazionale.
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e Introduzione
Compressed Sensing Decodificatore
eore RIP property

Una diversa interpretazione
(x € RN e ® matrice n x N)

Vettore ottenuto Vettore dei dati (di
(si spera di bassa grande dimensione)
dimensione)

Matrice di codifica
(n-Osservazioni)

Un vettore & k-sparso se | {j: x; # 0} [< k
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e Introduzione
Compressed Sensing Decodificatore

RIP property

Definition
Una matrice ® soddisfa alla Restricted Isometry Property
(RIP) di ordine k se esiste un dx € (0, 1) tale che

(1 =) Il x [l x [5< (1 + ) [l x |12

per ogni vettore x k-sparso.
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N

ok(x) =inf{|| x —y [l1: y k-sparso} = > | X7 |

j=k+t1
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e Introduzione
Compressed Sensing Decodificatore

RIP property

N
ok(x) =inf{|| x —y [l1: y k-sparso} = > | X7 |

j=k+t1

Se ® soddisfa alla RIP di ordine 3k allora allora esiste una
costante C tale che

| x = A0x) [l E7X)
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Introduzione

Compressed Sensing Decodificatore
eore RIP property

JLT = RIP

Per ogni § € (0,1) se ® € una JLT allora esiste una costante c

(dipendenti solo da §) tale che ogni k < cn/log(N/k) si ha
che ® soddisfa alla RIP di ordine k e 0y, = § (con "grande

probabilita”).
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enst s Introduzione
Compressed Sensing Decodificatore
eore RIP property

JLT = RIP

Per ogni § € (0,1) se ® € una JLT allora esiste una costante c

(dipendenti solo da §) tale che ogni k < cn/log(N/k) si ha
che ® soddisfa alla RIP di ordine k e 0y, = § (con "grande

probabilita”).

o Cklog(N/k) <n
@ x ha 300 componenti ed & 10-sparso. Bastano 30
osservazioni per ricostruirlo esattamente.
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Kashin Theorem et SpHE

Teorema di Kashin

(XERz) %ngBlng %Bnglng (XGRH)

Ix <l x h< V2l xllz xSl x < Vallx 2

Johnson-Lindenstrauss Transform



Kashin Theorem

Kashin Theorem et SpHE

Teorema di Kashin

Johnson-Lindenstrauss Transform



Kashin Theorem

Kashin Theorem et SpHE

Teorema di Kashin
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Kashin Theorem et SpHE

Teorema di Kashin

1
L/

1BQCBlﬂgBl \/2_ B2
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Kashin Theorem et SpHE

Teorema di Kashin

1
L/

1BQCBlﬂgBl \/2_ B2
s | X Ml max(l] x s, | g(x) 1) < V2| x 1
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Kashin Theorem
Kashin splitting

Kashin Theorem

Esiste una costante C tale che per ogni n (sufficientemete
grande) esiste una g € O, (g' = g~ ') per cui
1 C

\/532 CBing(B) < %Bz
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Kashin Theorem
Kashin splitting

Kashin Theorem

Esiste una costante C tale che per ogni n (sufficientemete
grande) esiste una g € O, (g' = g ') per cui

1 C
%32 CBing(B)C %Bz

(cv/n || x [l2< max(|| x [|1, [| £(x) [l1) < V/n || x [l2)
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Kashin Theorem

Kashin Theorem IResit el

Theorem

Esiste una costante C tale che per ogni n (sufficientemente
grande) lo spazio R®" contiene due sottospazi ortogonali E e
E+ (dimE =dimE* = n) tali che

vl x el x i< Vo |l x 12

per ogni x € EUE+ (E = ker(I | g), E* = ker(—g" | /))
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Kashin Theorem

Kashin Theorem IResit el

Theorem

Esiste una costante C tale che per ogni n (sufficientemente
grande) lo spazio R®" contiene due sottospazi ortogonali E e
E+ (dimE =dimE* = n) tali che

vl x el x i< Vo |l x 12

per ogni x € EUE+ (E = ker(I | g), E* = ker(—g" | /))

Esiste una base ortonormale {¢,} di L? tale che la norma [? e
[ sono equivalenti sui sottospazi {¢, : n pari } e
{én : n dispari }
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Kashin Theorem
Kashin splitting

Kashin Theorem

o Grazie a metodi propri della teoria dei C-S si pud
dimostrare che altre mappe si possono usare al posto di
g. Ad esempio tutte quelle indicate negli esempi di JLT.
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Kashin Theorem
Kashin splitting

Kashin Theorem

o Grazie a metodi propri della teoria dei C-S si pud
dimostrare che altre mappe si possono usare al posto di
g. Ad esempio tutte quelle indicate negli esempi di JLT.

@ Si pud ottenere il teorema di Kashin usando una JLT?
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Kashin Theorem

Kashin Theorem
Kashin splitting

LT (1-23) |— J-L Lemma (4-5-12-13)
(riduzione dimensionale)
w| A3
C-S (RIP)
—_— Kashin splitting (7-9-10-11)
(6-15) (14)
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