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Sommario: Senza intenzioni di esaustivita, vengono proposti alcuni spunti sul “pro-
blema delle tre caraffe’e sui “diagrammi di Bruno de Finetti” aggiuntivi alla trattazio-
ne di Abraham Arcavi nel numero 3 del 2015 della Rivista della Unione Matematica Ita-
liana.

Abstract: Without pretending to be exhaustive, we suggest some starting points to deal
with the “three jugs problem” and the "de Finetti’s diagrams”. Our contribution is ad-
ditional to the dissertation by Abraham Arcavi that appears on issue n. 3, year 2015, of
the Rivista della Unione Matematica Italiana.

1. — Introduzione *

Nell’articolo “Revisiting Aspects of Visualiza-
tion in Mathematics Education”, pubblicato in La
Matematica nella Societa e nella Cultura — Rivi-
sta della Unione Matematica Italiana 2, Abraham
Arcavi ® considera il “problema delle tre caraffe”
(“The three jugs problem”, v. § 2) *, in particola-
re dal punto di vista della visualizzazione (che e
I’argomento della sua trattazione) con quello che
chiama “de Finetti diagram” (v. 8 2 e § 6) come
metodo per la risoluzione; essendomi interessato
di questo argomento °, lo rivisito volentieri per
proporre alcuni spunti aggiuntivi, anche come
stimolo a ulteriori proposte.

Y In http://www.mat.unimi.it/users/lucchini/rp-trv0.htm so-
no riportate indicazioni per riferimenti e complementi qui
segnalati con il nome del link nel file predetto.

2 La Matematica nella Societa e nella cultura, dicembre
2015, sul tema “Bruno de Finetti e ’insegnamento della
Matematica — Dalla Realta, nella Realta, per la Realta”,
Serie I, vol. VIII, n. 3, 500 pagine piu fotografia a colori e
indice, a cura di Giuseppe Anichini, Livia Giacardi, Erika
Luciano. L’indice €, anche, in I-bdfl7.doc. Sulla rivista
rimando al sito internet della Unione Matematica Italiana e
segnalo rp-umil0.htm. Con il n. 1 del 2016 la rivista ha la
testata Matematica, Cultura e Societa.

% Su A. Arcavi rimando ai dati forniti nella rivista e a quelli
reperibili in internet, limitandomi a segnalare che ¢ indicato
come “Segretario generale in carica della International
Commission on Mathematical Instruction” (ICMI).

* 11 problema & noto anche con altri nomi (v. § 5).

® Indicazioni sono nei riferimenti bibliografici e sitografici, nel
seguito abitualmente citati come bibliografia.
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Il primo approccio mi fu suggerito da Carlo
Felice Manara (1916-2011), che mi diede il suo
articolo del 1965 “Argomenti vecchi e insegna-
menti nuovi: i diagrammi triangolari” ® e si inte-
resso per la pubblicazione del mio articolo del
1972 “Diagrammi triangolari; risolubilita e otti-

mizzazione”.

2. — Il problema nella trattazione di

Abraham Arcavi
Per chi avesse difficolta ad accedere al testo di

A. Arcavi, o preferisse una sintesi in italiano, pre-

sento il problema e propongo indicazioni sulla

trattazione nell’articolo predetto.

Il problema ¢ il seguente: si hanno tre caraffe
non graduate, rispettivamente della capacita di 8,
5, 3 litri (si noti che e 8=5+3); la prima & piena
d’acqua e le altre due sono vuote; si vuole arriva-
re ad avere 4 litri d’acqua in ciascuna delle prime
due con travasi successivi da una caraffa ad
un’altra, senza fare segni sui recipienti.

A. Arcavi indica come soddisfacente la solu-
zione di figura 1 e pone tre domande:

-- questa soluzione ¢ I'unica?

-- questa soluzione é la migliore?

-- si puo risolvere il problema in un modo che
non sia empiricamente per tentativi (“trial and
error”)?

Table 1. Steps of the solution for the three jugs problem

8-liter jug 5-liter jug 3-liter jug
8 0 0
5 0 3
5 3 0
2 3 3
2 5 1
7 0 1
7 1 0
4 1 3
4 4 0
Figura 1

Come via per cercare risposte alle tre doman-
de, A. Arcavi introduce quello che chiama “a ter-
nary diagram, a barycentric diagram or a de Fi-
netti diagram, in honor of its proposer” (p. 152) e
che presenta nella sua figura 7, qui proposta come
figura2 .

® I dati sull’articolo sono in bibliografia, come quelli degli
altri testi citati in relazione al problema. L’articolo e dati su
C. F. Manara sono reperibili in www.carlofelicemanara.it;
su C. F. Manara; segnalo, anche, cfms0.htm.

" C. F. Manara lo chiama “diagramma triangolare”; vengo-
no usate, anche, altre denominazioni, (coordinate trilineari,
ternary plot o diagramma ternario, ...); non ne conosco una
raccolta sistematica, che mi pare auspicabile.

3


http://www.carlofelicemanara.it/

Flgura2

Questi diagrammi sono basati su quello che A.
Arcavi indica come teorema di Viviani ®:

«In un triangolo equilatero la somma delle distanze di
un punto qualunque del triangolo dai tre lati & uguale
al/’altezza del triangolo.».

In figura 3 é riportata una visualizzazione del-
la dimostrazione del teorema, tratta dall’articolo
di C. F. Manara, dove ¢ la figura 1 disegnata su
una parte di un tipo di carta reperita in commercio
(v. appendice 1), utilizzata anche in figure suc-
cessive) °. Per un foglio analogo, Coxeter e Grei-
tzer in Geometry revisited '° (testo citato da A.
Arcavi a p. 151 e a p. 160) usano la denomina-
zione “triangulated paper” (p. 89).

Figura 3

In figura 4 (n. 9 di A. Arcavi) e riportata la vi-
sualizzazione di quello che possiamo chiamare
“parallelogrammo degli stati raggiungibili”: in un
triangolo equilatero di lato 8 sono prese ordina-
tamente le distanze da AB, AC e CB ed eviden-
ziati i segmenti corrispondenti alle distanze 5 da
AC e 3 da CB, che completano il parallelogram-
mo che interessa; per i tre vertici si ha C(8,0,0),
B(0,8,0), A(0,0,8).

A

f————————y
/' X ¥ 4
Y e AT X
[ SAVARVARVARVARV AR VIR VRN
Figure 9. The domain of representation of the three jugs problem

Figura 4

& Vincenzo Viviani (1622-1703); notizie sono reperibili an-
che in internet (MacTutor, ...).

° Si noti che i triangoli piccoli non vengono utilizzati; ma ai
tempi dell’articolo i fogli reperibili in commercio, como-
damente utilizzabili per fare le figure, erano di questo tipo.
191] testo & consultabile in internet, Informazioni sugli Au-
tori sono reperibili, anche, in internet.
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In figura 5 (n. 2 di C. F. Manara) sono indicati
I nove stati di figura 1, numerati da 1 a 9: la spez-
zata congiungente i nove punti & quella che de-
scriverebbe una palla da biliardo rimbalzando sul-
le sponde di un biliardo a forma di parallelo-
grammo 1QNM (dove 1 ¢ il punto C di figura 4).

BT 3 9 /M
Figura 5

La figura 5 riassume gli 8 passi della figura 10
di A. Arcavi (qui non riportata).

Ovviamente, si puo pensare, anche in termini
di angoli di riflessione, come a p. 89 del gia citato
testo di Coxeter & Greitzer (v. nota 10).

Senza soffermarsi in dettagli, A. Arcavi con-
clude che il diagramma fornisce un metodo si-
stematico per risolvere questo problema e pro-
blemi simili, per scegliere il travaso a ogni passo,
per rappresentare ’obiettivo, per trovare altre so-
luzioni e confrontarle, per essere sicuri di aver
considerato tutte le possibilita (pp. 155-156).

3. — Possibilita di spunti aggiuntivi
alla trattazione di Abraham Arcavi

Alla trattazione di A. Arcavi é possibile ag-
giungere spunti in relazione sia alle sue tre do-
mande e ai “diagrammi di Bruno de Finetti” e sia
ad altri aspetti: propongo quelli delle sezioni 4-11
e alcuni riferimenti bibliografici e sitografici .

Ma prima osservo che sarebbe interessante po-
ter avere una idea della percentuale di lettori che
conoscevano il problema e i diagrammi utilizzati
(e su quale tipo di carta) e invito chi ha letto
I’articolo d A, Arcavi a ripensare se ha cercato ri-
sposte alle domande, se ha cercato e trovato altre
strade, se si € posto il problema della ottimalita
della soluzione data, se ha fatto ricerche in inter-
net.

1 Come gia accennato (in nota 6) i dati dei testi citati per il
problema sono in bibliografia.
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4. — Il problema nel General Trattato
di Niccolo Tartaglia

C. F. Manara nell’articolo citato ha segnalato
che Nccolo. Tartaglia ** aveva inserito il proble-
ma nel General trattato di numeri et misure **,
del quale in figura 6 é riprodotto il frontespizio.

LA PRIMA PARTE DEL
GENERAL TRATTATO DI Ny
MERJ ET MISVRE DI NICOLO TARTAGLIA,
NELLAQVALE IN DIECISETTE

LIBRISI DICHIARA TVTTIGLI ATTI OPERATIVI,
FRATICHE, BT REGOLE NECESSARIE NON $0LA-

ante ks cr diipling, dowe inecruoghid clato,

KOIAR KON PVO
YZZR2W0Z ¥

COXN L15VOr PRIVILEGIL

Tu ¥ inegie per Curtio T'roiam dei N,
M D LVI.

Figu'ra 6

Nel testo, il problema é nel libro XVI come n.
232, riprodotto in figura 7.

232 [T Uno duoi, che hanno robbato vnaampolecta di balfamo a vno fignor , nellaquafera

1 | dentro oncie s di ballamo a ponto accadette che coftoro nel fuo partire trouorrio viior
\¥|i vedriaro , che haueua folamente dueampoletre Puna dellequali teneua oncie 5. Paltra
L inndez.& cofi per la preffa,che loro haueuano egli comperorono quefte 2.8 caminor~
no dilongo fin che furonoalluogo ficuro,poi i miffero a voler partir quefto ballamo,dimando co
me fecero non hauendo ne pefo,nealtra mifura certa.. o dico felo vuoi fapere impifle prima quells
dalle oncie 3.piena chela fia vodalain quella dalle oncie s.poiimpille vn'alera fata quella dalle 3.dcf
refto del ballamo,ch’é rimafto nellagrande trouarai, che gli ne reffara anchora z, poi vodaanchora
quelladalle 3.in quelladalle 5.trouarai chenoglineintrara fenon 2.8 1.nereftarain quelladalle 3.
& 2.n’erano rimafte nella grande . Fatro chehai cofi ricornaa vodar quelladalle 5. nella grande,, &
cofigline (aranno 7. poi quella €7 che era in quelladalle 3.vodalain quella dalle s.poiriempievn’al
tra fiata quella dalle 3.& poi lareuoda in quelladalle s.doue erarimalta quella fola faranno a ponto
4.8 40efono rimafte nell’ampolletta grande,& cofi fi rouorno hauer oncia 4 dibalfamo a ponte-
ciafcun diloro,onde fi partirno contenti,& andettero chidiqua chidila.

Figura 7

Per comodita del lettore lo trascrivo, inserendo

piccole variazioni per facilitare la lettura e invito
a osservare 1’ambientazione del problema.
«Sono duoi, che hanno robbato una ampoletta di
balsamo a uno signor, nella qual era dentro oncie 8 di
balsamo. a ponto accadette che costoro nel suo
partire trovorno uno vedriaro, che haveva solamente
due ampolette I'una delle quali teneua oncie 5, I'altra
oncie 3 e cosi per la pressa, che loro havevano egli
comperorono queste 2 e caminorno di longo fin che
furono al luogo sicuro, poi si misero a voler partir
guesto balsamo. dimando come fecero non havendo
ne peso, ne altra misura certa.».

12 Niccold Fontana detto Tartaglia (1499 circa - 1557). In-
formazioni sono reperibili, anche, in internet (MacTutor,

13 1556-1560, VVenezia, Curzio Troiano Navo; informazioni
sono in I-tart0.htm.


https://it.wikipedia.org/wiki/1499
https://it.wikipedia.org/wiki/1557

«lo dico se lo vuoi sapere impisse prima quella dalle
oncie 3 piena che la sia vodala in quella delle oncie 5
poi impisse un'altra fiata quella dalle 3 del resto del
balsamo, ch'é rimasto nella grande. trovarai, che gli
ne restara’ anchora 2. poi voda anchora quella dalle
3 in quella dalle 5 trovarai che non gli ne intrara se
non 2 e 1 ne restara in quella dalle 3 e 2 n'erano
rimaste nella grande. Fatto che hai cosi ritorna a
vodar quella dalle 5 nella grande, e cosi gli ne
faranno 7 poi quella che era in quella dalle 3 vodala
in quella dalle 5 poi riempie un'altra fiata quella dalle
3 e poi la revoda in quella dalle 5 dove era rimasta
quella sola faranno a ponto 4 e 4 ne sono rimaste
nell’ampoletta grande, e cosi si trovorno haver oncie
4 di balsamo a ponto ciascun di loro, onde si
partirono contenti, e andettero chi di qua chi di la.».

5. — Il problema in altre fonti

Sul problema proposto da A. Arcavi e su pro-
blemi simili (nel senso che vedremo) c¢’¢ una am-
pia letteratura in libri, articoli, file di internet e si
trovano, anche, informazioni diverse o contra-
stanti, sulle quali non sempre e agevole indivi-
duare quelle da considerare attendibili **.

Qui, pare sufficiente dare alcune indicazioni
sulla varieta di denominazione dei problemi e ac-
cennare a due filoni di documentazione: quello di
riferimenti storici su trattazioni dirette (non ne-
cessariamente usando recipienti) e quello di trat-
tazioni con i diagrammi che, seguendo il titolo
dell’articolo di C. F. Manara, chiamero “triango-
lari” *°,

Per le denominazioni, che hanno componenti
legate alla lingua, ci sono lemmi generali e lemmi
particolari; segnalo (anche per eventuali ricerche
in internet): problemi di travasi, problemes de
transvasements, il vino di Luca Pacioli, problema
di Tartaglia, Tartaglia problema delle tre ampolle,
Tartaglia travasi, water pouring puzzles, water
jug problems, measuring puzzles, auspicando,
come in nota 7, una raccolta sistematica.

Su riferimenti storici rimando all’appendice 2
e a 8§ 8, limitandomi, qui, a segnalare che il pro-
blema trattato da A. Arcavi era gia stato trattato,
anche, da frate Luca Pacioli (1445-1557) *°.

1 E, comunque, interessante accostare a trattazioni mate-
matiche proposte divulgative. Come spesso accade, il pro-
blema dei controlli riguarda soprattutto internet; in dati qui
riportati ho fatto correzioni senza indicarle. Su altri aspetti
segnalo ’osservazione conclusiva della trattazione su N.
Tartaglia alle pp. 76-77 di Manara & Lucchini.

15 Su questa scelta rimando a § 7.

'8 Informazioni su L. Pacioli sono reperibili, anche, in in-
ternet (MacTutor, ...). Dati sulla sua trattazione del pro-
blema sono reperibili, anche, in internet.
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Su trattazioni con i diagrammi triangolari ri-
mando all’appendice 3, limitandomi, qui, a segna-
lare che il riferimento, per chi lo inserisce, &
all’articolo del 1939 di M. C. K. Tweedie .

6. — L analisi sistematica
e la soluzione ottimale

Anche per evidenziare efficacia e importanza
della risoluzione con il metodo dei diagrammi, mi
pare opportuno ricordare che il problema puo es-
sere affrontato in modo intuitivo con I’analisi si-
stematica dei travasi che si possono fare e di quel-
li che si devono scartare.

Per esempio, prendendo come riferimento la
figura 8 ', dallo stato iniziale A(8,0,0) si puo
passare a B1(3,5,0) 0 a B,(5,0,3) — ma € solo un
travaso inutile passare a C(0,5,3) — e proseguire.

Ovviamente, chi vuole puo costruirsi i suoi iti-
nerari senza difficolta e la figura 8 puo essere vi-
sta come riferimento per parlare del modo di pro-
cedere: si vede che ci sono due soluzioni princi-
pali che evitano travasi inutili, indicate rispetti-
vamente con gli indici 1 e 2; la prima é di otto
travasi e la seconda di sette, si collegano in
H1(4,4,0) e toccano tutti i punti a coordinate inte-
re dei lati del parallelogrammo di figura 5 escluso
N (0,5,3), che e C di figura 8.

Al8,0,0)

Bi(3,5,0) B:(5,0,3
B, A
E_-}c,ns.z,zw ¢{0,5,3) o s.s,mégi
B, B:

A B:
B, 2=D,(620) D(23,3)E5C;
G Cs
A B,
=r 5 =C
:5\7 24(6,0,2) Esl 2.3,1)\1(),,
v 2
B A
IR 2 (7.0 1) =B,
C=—=F(152) 47,0,/ B,
E E
B: A

7 i —7
(4;:75.\_1,4,3\ Gof :,l.m\Bj
Fy F:
A B:
D s
Bi=—=H,(44.0) Hy4,1,3)==C;
G~ \ =G
] / "\
! H.H,—LO)(::
1 3

1
E
Figura 8

7 L articolo & reperibile, anche, in internet. Saro grato di
informazioni certe sull’Autore e sulla priorita, da inserire
nel file indicato in nota 1.

18 E tratta dal mio articolo del 1972.

8



Si noti che la figura 8 consente di dire che le
soluzioni di A. Arcavi e di N. Tartaglia non sono
quella ottimale (che richiede un travaso in meno);
anche C. F. Manara ha dato questa soluzione (ol-
tre a un’altra volutamente con travasi inutili) *°.

7. — Sulla denominazione
“diagrammi di Bruno de Finetti”

Sull’uso della denominazione “de Finetti dia-

gram” (gia vista in § 1 e 8 2, oltre che nel titolo
dell’articolo) per quello che ho preferito chiamare
“diagramma triangolare” mi pare opportuno sug-
gerire qualche riflessione, cominciando con una
citazione tratta dall’articolo di C. F. Manara /p.
109).
«Un altro campo in cui tale rappresentazione geome-
trica viene usata € quello della biologia, in cui si ap-
plica questo tipo di rappresentazione, per esempio, ai
fenomeni di ereditarieta; il primo ad usare questa
rappresentazione fu B. de Finetti, il quale spesso par-
lando agli insegnanti di matematica lamenta il fatto di
aver dovuto imparare a scuola una massa di proprieta
“noiose” ed inutili mentre i diagrammi triangolari,
che gli servivano, aveva dovuto “impararli” dai chi-
mici.».

Ovviamente, utilizzazioni in altri settori di stu-
di potrebbero costituire un terzo filone di ricerca
(dopo i due segnalati in § 5), ma questo esula da-
gli obiettivi suggeriti dall’articolo di A. Arcavi.

Mi limito a segnalare che, nell’articolo predet-
to, C. F. Manara da indicazioni di altre utilizza-
zioni e che ulteriori informazioni sono reperibili,
anche, in internet e a riportare come figura 9
quella proposta da B. de Finetti in “Come riflette-
re in termini di probabilita” de Il “saper vedere”
in matematica % (dove & la figura 48) 2.

®

Figura 9

9 Sulla ottimalita della soluzione tornerd in § 9.

2 | a figura & a p. 55 dell’edizione 1967 ¢ a p. 386 del vo-
lume citato in nota 2. Carla Rossi, a p.89 dell’articolo citato
subito prima della figura 10, riporta una figura analoga.

2! Nella nota bibliografica 6 (p. 403 del testo in internet da
“NB6, p. 312”), B. de Finetti segnala La matematica per le
applicazioni economiche, scritto con Ferruccio Minisola
(Roma, Cremonese, 1961): “Vi si possono trovare, un po’
piu sviluppati, argomenti come quelli accennati nel testo, di
tipo economico, statistico, probabilistico (ma anche altri:
notizie in forma semplice su funzioni, ecc.).”.
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Aggiungo che nell’articolo “La probabilita per
tutti seguendo 1’insegnamento creativo, i sugge-
rimenti e I’esempio di Bruno de Finetti” ?* Carla
Rossi ha inserito (come figura 4 a p.97) la visua-
lizzazione di figura 10 (reperibile anche in inter-
net), abitualmente proposta per presentare i dia-
grammi di B. de Finetti in applicazioni alla gene-
tica delle popolazioni %.

C. Rossi ha intitolato la figura 10 “Diagramma
di de Finetti nel lavoro A 19267, che nella biblio-
grafia del volume della rivista indica “Considera-
zioni matematiche sull’eredita mendeliana”, Me-
tron 6, n. 1, 3-41 (p. 470).

Aa

Figura 10

8. — Precedenti e variazioni del problema

Di trattazioni di problemi del tipo di quello
proposto da A. Arcavi sono noti altri precedenti
(oltre a quelli gia citati di L. Pacioli e N. Tartaglia
e a quelli gia indicati sull’uso di diagrammi), an-
che con variazioni non soltanto sul numero dei
recipienti e sulle capacita.

A commento del n. 12 dei Problemi per ren-

dere acuta la mente dei giovani di Alcuino di
York %, Raffaella Franci % scrive (2005):
«Quello qui presentato é il primo esempio oggi noto
di problema di liquidi e recipienti. Tali problemi di-
vennero molto popolari in Europa nel periodo me-
dioevale; non se ne conoscono versioni extraeuro-
pee.».

La traduzione (dal latino) del problema nel li-
bro é:

22 Informazioni su C. Rossi sono reperibili, anche, in inter-
net.
23 - - =g - -

Informazioni sono reperibili, anche, in internet.
2 Informazioni su Alcuino (735-804) e sul libro sono repe-
ribili, anche, in internet.
% Informazioni su R. Franci sono reperibili, anche, in inter-
net.
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«Un padre morendo lascio in eredita ai suoi tre figli
30 ampolle di vetro, dieci delle quali piene d’olio, al-
tre dieci riempite a meta, le terze dieci vuote. Divida,
chi puo, olio e ampolle in modo che ciascuno dei tre
figli ottenga la stessa quantita sia di vetro che di
olio.».

Il riferimento successivo che ho trovato e agli
Annales Stadenses redatti tra il 1240 e il 1256 %
da Alberto di Stade ?": del problema .segnalo due
formulazioni in internet, una di Dario Bressanini
e una di Dario Uri (v. inizio di § 5).

.....La prima, che nella sostanza coincide con
quella di A. Arcavi, €:

«Buon Firri, ti proporro anch’io un problema, e cer-
tamente piu sottile. 11 mio signore, che voleva dare un
banchetto, mi ha mandato alla citta vicina a prendere
il vino. Ho portato con me un recipiente capace otto
misure. Riempito quello, alla taverna non restava al-
tro vino. Tornando a casa ti incontro e anche tu stai
andando a prendere il vino. Mi chiedi da dove arrivo
e ti rispondo “dal foro, sto portando il vino al mio si-
gnore”. Mi chiedi quanto vino e ti rispondo “otto mi-
sure”. Tu mi dici “anch’io sto andando a prendere il
vino”, ti rispondo “non ne troverai”, cosi mi chiedi di
dividere con te il mio. Ti chiedo se hai dei recipienti e
mi dici di averne due, uno da cinque misure e [’altro
da tre. Ti daro la meta, e cioé quattro misure, se po-
trai dividere il vino con questi recipienti. Dividilo,
oppure ti tocca restar senza.».

La seconda formulazione, con altre regole , é:
«Ho 2 damigiane, una da 5 litri e una da 3, senza tac-
che, e una fontana; posso svuotare le damigiane e
riempirle quanto voglio, ma devo ottenere 4 litri esat-
ti.» %8,

Varie considerazioni su questo problema, an-
che in riferimento alla utilizzazione del quesito
nel film Die Hard 3 *°, si trovano, pure, in inter-
net.

In internet si trova, anche, la formulazione di
Nicolas Chuquet in Triparty en la science des
nombres®’; indico testo e informazioni di Pro-
blemes de transvasements (premiere partie), che
riporta, pure, la trattazione di Claude-Gaspard
Bachet de Méziriac della vesione 8, 5, 3 %%

%8 Informazioni sul testo, che non & una raccolta di problemi
matematici, si trovano, anche, in internet, spesso con altre
datazioni.

2T Informazioni sono reperibili, anche, in internet col nome
in italiano e con Albert von (of, de) Stade.

%8 per passare al problema considerato da A. Arcavi basta
sostituire la fontana con una caraffa_da 8 litri piena.

% Tra quelle in italiano segnalo il file di Dario Bressanini.

% Informazioni su N. Chuquet (1445-1488) e sul testo sono

reperibili, anche, in internet (MacTutor, ...).

*! Informazioni su C.-G. Bachet (1581-1638) e sul testo so-

no reperibili, anche, in internet (MacTutor, ...).
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https://it.wikipedia.org/wiki/1488

Sulla generalizzazione del problema con due
recipienti segnalo che, anche, in internet & consul-
tabile I’articolo di Yiu-Kwong Man “On Optimal
Solution of the General Two Jugs Problem”.

In altre variazioni & opportuno distinguere tra
quelle relative alle capacita delle tre caraffe (o al-
tri recipienti) o all’obiettivo con le regole sui tra-
vasi del testo di A. Arcavi e quelle relative al nu-
mero dei recipienti o ad altre regole sui travasi.

Come gia segnalato (v. 8 5), dati su esempi di
trattazioni sono nelle appendici 2 e 3.

Qui comincio con il presentare un semplice
esempio, che mostra che possono esserci proble-
mi di risolubilita: quello di figura 11, che é relati-
VO a capacita 8, 6, 2 con piena la prima caraffa e
vuote le altre, dove gli stati raggiungibili, in due
ordini, sono: (2,6,0), (2,4,2), (4.4.0), (4,2,2),
(6,2,0), (6,0,2), cioé soltanto con numeri pari. *.

Fig. 10.

Figura 11

Ovviamente, il metodo dei diagrammi consen-
te di verificare 1’eventuale unicita e 1’ottimalita
della soluzione, come indicato da A. Arcavi, oltre
alla esistenza (v. § 9).

Nelle variazioni sulle capacita delle tre caraf-
fe, ferme restando le predette questioni, € interes-
sante considerare la forma della regione ammissi-
bile con il superamento del fatto che la prima ca-
raffa abbia capacita somma delle altre due.

Oltre al caso visto di 8>5>3 (con 8=5+3), cioe
a>b>c con a=b+c, ci sono quattro possibilita:

--- a=b=c: con i tre vertici del triangolo;

--- a=b>c: la poligonale ¢ il trapezio AQRBA di
figura 12 di scarso interesse;

--- a>b>c con a<b+c: la poligonale ¢ il pentagono
AQRSMA di figura 13;

--- a>b>c con a>b+c: la poligonale é il parallelo-
grammo AQNMA di figura 14.

c C &
/.
\ L]
A B A M B A M B

Figura 12 Figura 13 Figura 14

32 . . . .
Le figure dalla 11 alla 22 sono riprese dal mio articolo e
mi pare superfluo indicarne la numerazione nell’originale.
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Due esempi relativi rispettivamente alle figu-
rel3 e 14 sono riportati nelle figure 15 e 16 rela-
tive a recipienti di capacita (7,6,4) e (8,4,3).

2h R e [ X
o 8 3 (s} (2) 6;: 1

Figura 15
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Figura 16

Per ulteriori variazioni rimando agli articoli di
M. C. K. Tweedey e di C. F. Manara, reperibili in
internet, al testo di Coxeter e Greitzer pure repe-
ribile in internet, a dati dell’appendice 3.

9. — Esistenza, unicita, ottimalita
della soluzione

In § 2 abbiamo visto che A. Arcavi pone le
questioni di unicita e ottimalita della soluzione,
avendo di fatto gia risolta quella della esistenza.

Chiaramente, se esiste una soluzione se ne
possono costruire altre con coppie o catene di tra-
vasi “inutili” e il metodo dei diagrammi consente
di verificare [D’esistenza, [’eventuale unicita,
I’ottimalita per il singolo problema.

Sull’esistenza ¢, comunque, interessante ricor-
dare che nell’articolo del 1950 “On a well know
puzzle” Walter Warwick Sawyer (1911-2008) *
da un risultato generale per la divisione in parti
uguali nel caso a=b+c: il problema ha soluzione
soltanto se b e ¢ sono primi tra loro. Il risultato si
trova, anche, in Coxeter & Greitzer nella forma
“quando b e ¢ sono coprimi” (p. 93).

* Informazioni sull’ Autore sono reperibili, anche, in inter-
net.
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Sulla ottimalita mi pare opportuno ricordare
I’importanza di porre esplicitamene il problema
della ottimizzazione.

10. — Variazioni con pavimentazioni
nell’uso dei “diagrammi triangolari”

Un altro tipo di variazioni sull’uso dei dia-
grammi triangolari nella rappresentazione di tra-
vasi riguarda il passaggio a un procedimento di
pavimentazione .

In figura 17 é riportato il parallelogrammo de-
gli stati raggiungibili di figura 3, completato con
la numerazione degli altri stati raggiungibili nei
due ordini di figura 7 *.

(1) (z)  (3) (3) (9)
14

8 2 12 6
NINIST
\
(11)4 : // 5 (10)
/ ‘\
(5110 A 3 /W

‘ 1(4)
/\/ X M\\\
(0) 15
0 9 3 13 7 1
(15) (6) (12) (2) (8) (14)
Figura 17

In figura 18 e disegnato un rombo ottenuto con
3x5 parallelogrammi di lati 5 e 3.

H fo)1s
m 14%“ N\ \\ TN
N Nlﬂa\(\z)\ \ \\ \
AN N
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\% N\ RNAVARE) B\
X : X
X N RN
x5 \ RO
Fig. 9b XX X X oK(15)
Figura 18

Sulla diagonale HK sono indicati i 15 stati
(escluso il vertice predetto), letti sui lati con
quantita nel secondo recipiente da sinistra a destra
sui lati orizzontali, sopra e sotto, e quantita nel
terzo recipiente dall’alto in basso sui lati obliqui,
a sinistra e a destra; la quantita nel primo é sottin-
tesa:

--(0) ... (15) da H a K, (0,0), (0,3), (3,0), (3,3),
(5, 1), (0,1), ...;
-- 0 ... 15 da K a H: (0,0), (5,0), (2,3), (2,0),

(0,2), (5,2), ...

%% Uso la denominazione di § 4 (p. 42) del mio articolo.

% Si noti che, come osservato in § 6, & escluso il vertice in
alto a destra, corrispondente a (0,5,3), che & uno stato di
nessuna utilita.
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In figura 19 il rombo é sostituito con un qua-
drato.
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Figura 19

In figura 20 é riportato il rombo per figura 11.

7_(0)

Figura 20

In figura 21 é riportato il quadrato per figura 15.
\

Figura 21

In figura 22 é riportato il quadrato per figura 15.
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Figura 22

11. — Conclusione

Confido di aver dato un contributo alla attri-
buzione di importanza della visualizzazione con
diagrammi data da A. Arcavi e di aver indicato
I’utilita del mettere insieme le conoscenze per co-
struire un quadro nel quale gli interessati possano
trovare riferimenti, stimoli e indicazioni rispon-

15



denti ai loro desideri di approfondimento, con da-
ti che consentano i controlli ritenuti opportuni.

Mi pare che sia auspicabile un sito internet di
riferimento, anche per la facilita di ampliamento e
di aggiornamento, e che la posizione di A. Arcavi
nell’ICMI (richiamata in nota 3) possa essere ri-
tenuta importante *.
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Appendice 1: foglo di carta in commercio
(in formato A4, lato del triangolo 20 cm)

Nr 215/, V4

SELECTA COPYRIGHT CARL SCHLEIéHER
& SCHULL EINBECK / HAN. Nr. 315/2

Appendice 2: Alcuni dati storici su problemi
di travasi con procedimenti intuitivi
- 800 circa: Alcuino di York:
v.88
- 1240: Albert von Stade:
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V.88
- 1370: Paolo Dell’ Abaco (da [32]):
8,5,3 —4,4,0
- 1484: Nicolas Chuquet:
v.88
- 1500: Luca Pacioli (da 32]):
8,5,3—4,4,0¢e 12,7,5—6,6,0
18,7,6,5 —6,6,6,0
- 1556: Niccolo Tartaglia:
8,5,3—4,4,0 (da [10])
24,13,11,6—8,8,8,0 (da [10])

- 1624: Gaspar Bachet de Méziriac (da [16]):
8,5,3—4,4,0; 16,9,7— 8,8,0;
16,11,6—8,8,0; 42,27,12— 21,21,0

NB Per ulteriori dati segnalo [1] e [25].

Appendice 3: Alcuni dati sull’uso di diagrammi
(e pavimentazioni in [16])
-1939 Tweedie:
8,5,3—4.,4,0; 10,6,5 con 6,6,0—3.,4,5;
- 1961 Bakst:
12,7,5—6,6,0; 12,9,7—6,6,0; 7,5,4:
- 1965 Manara:
8,5,3—4,4,0; (2 sol), 12,7,5—6.6.0,
12,9,5—6,6,0,
gettar via e attingere,
8,53 —4,1;11,7—2;85,3—1,1,3;
- 1967 Coxeter& Greitzer:
8 con 7,6,3—4,4,0; 10 con 8,7,6,
10 con 8,6,4; 8 con 8,5,3;
- 1972 Lucchini:
8,5,3—4,4,0; 8,6,2; 8,4,3; 7,6,4;
- 2015 Arcavi:
8,5,3—4.,4,0.
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