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Corso di Matematica per CTF
G. Molteni

Appello 25.6.2003

Il candidato risolva interamente almeno tre tra i seguenti quesiti.

(1) Calcolare i seguenti limiti:

. sinz ) V1 +=x ) r—2+xv/1+zx
lim lim lim .

z—0 x3 T—+00 /g 4+ 3;27 T—+00 1+ 2

(2) Determinare il numero delle soluzioni dell’equazione xlogx = 1 e determinare ciascuna
di esse con una cifra decimale esatta.

(3) Studiare il grafico della funzione:
_ 2 +1

f(@) z+1°

(Eventuali asintoti obliqui e convessita inclusi).

(4) Calcolare le seguenti primitive.

1
Ve dx, /xQe”’C dux, /x—i— dx.
1+ r—4

(5) Stabilire I'esistenza dei seguenti integrali generalizzati:

+oo 1 : +o0
/ _Vr dz, / S dz, / [\/ 1+ 24— x2] dz.
1 0 1

142+ 22 x + x2

(6) Sia f(x,y) = 2% —y° + 5xy; determinarne i punti stazionari e stabilire quali tra essi sono
estremanti.
(7) Risolvere il seguente P.C.
Y’ — 3y + 2y = 2€”
y(0) =0
y'(0)=1.

(8) Risolvere il seguente P.C.

y/ =y — 2"
y(0) = 2.



(1) o

1. SOLUZIONI

e Calcolo di lim; o *; sinz

Consideriamo la funzione *z*. Per x — 0 Sia il numeratore che il denominatore sono

infinitesimi. Dato che sinx ~ z si ottiene:

sinx T 1

3 Bz
Il limite ¢ dunque +oo.
\3/1+x
Va2’
\3/1—1—:1:
VT

+a2’

e Calcolo di limy— 400

Consideriamo la funzione Per x — 400 a numeratore prevale x mentre a de-

nominatore & 22 a divergere pill rapidamente. Raccogliendo quindi questi termini si

ha:
Vv P13 28

Veta® . isi @ %P
x

Il limite & dunque 0.

z—x3+avI+z
1+x2 :

z—zi4ov/I+z
1422
valere 2 mentre a denominatore ¢ z2 a divergere piti rapidamente. Per verificare che la

congettura sia corretta raccogliamo questi termini, ottenendo:

1
x—x?’—l—w\/m_x(*_l"i_ o) o
14 22 B 22(1+ %) 2
l

e Calcolo di limy—, 400

Consideriamo la funzione . Per x — 400 a numeratore sembra debba pre-

3

= —I — —OQ.

. Dal confronto del grafico di logx con la
curva % si scopre che esiste un’unica solumone, che chiameremo «, e che appartiene
all'intervallo (1,400). In realta, dato che log2 > 1/2, a € (1,2). Per meglio localizzare
o utilizziamo il metodo di bisezione. Sia f(z) = logz — 1, allora

Scriviamo ’equazione nella forma logx =

f(3/2)<0e f(2)>0 = a€(3/2 2)
f(7/4) <0 — a€(7/4,2)
f(15/8) >0 — a € (7/4,15/8)
£(29/16) > 0 — e (7/4,29/16)
f(57/32) >0 — «ac (7/4,57/32)

e dato che 7/4 = 1,75 e che 57/32 = 1,78125, abbiamo la rappresentazione decimale di
a=1,77+0,02.

Usando invece il metodo di Newton si ottiene: xzg = 1, 21 = z9 — f(x0)/f (x0) =
zo — (log zg — ?10)/(% + 3713)

21 =1,5 29 = 1,7350814 23 = 1,7629153

T4 = 1,7632227 r5 = 1,7622228 xe = 1,7632228

possiamo quindi ritenere “con sicurezza” che a = 1, 7632228 + 107",

Osserviamo che la funzione ¢ definita in D := R\{—1} ed essendo una funzione razionale

ammette derivate di ogni ordine in ogni punto del suo dominio D. Osserviamo che

f(x)=(z?+1)/(x +1) ~2/(x+1) per  — —1 e che quindi f presenta in z = —1 un

asintoto verticale. Sempre dalla formula f(x) = (z2+1)/(z+1) ~ 2/(z+1) per x — —1

segue che f assume valori positivi per x — —17 e negativi per z — —17. E’ facile
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constatare che la funzione diverge quando x — o00; & quindi possibile che il suo grafico
presenti degli asintoti obliqui; per determinarli si hanno a disposizione vari metodi, ma
in questo caso (f ¢ una funzione razionale) un metodo particolarmente rapido ¢ dato
dalla divisione del numeratore per il denominatore, grazie alla quale si ottiene I'identita

2+ 1 2

— —r—1—
fa)="T7 =7 1

che nell’ipotesi di x — oo da:
flz)=z—14o(1)

da cui segue immediatamente che la retta y = x — 1 fa da asintoto obliquo sia per
T — 400 sia per x — —o0.
Consideriamo ora f/(z). Applicando note proprieta della derivata si ottiene

by 2z(x+1)— (22 +1)  a?+22-1
)= (@ +1)2 BCESIE

quindi gli unici punti stazionari (ovvero le soluzioni di f’(z) = 0) sono i punti 1 = 1—+/2
e 9 = 1+ /2; ¢ facile verificare che f’ cambia segno nell’attraversare z; ed x5 che
quindi devono essere degli effettivi estremanti; di fatto, dalle informazioni precedenti sul
comportamento di f nell’intorno del punto x = —1 e per x — 00 segue che z; € un
massimo relativo ed x5 un minimo relativo.

Consideriamo infine f”(z). Si ottiene

2z +2)(x+1)?=2(z?+22 - 1)(z+1) (r+2)(z+1)—2(z*+22-1)

1
xTr) = =
UG (z+ 1) (x+1)3
B 4
@+ 1)?
quindi f” non si annulla in alcun punto del dominio e tuttavia cambia segno nell’at-
traversare x = —1: precisamente, risulta negativa per x < —1 e positiva per z > —1;

concludendo, la funzione f non e globalmente né concava né convessa, ma nella regione
x < —1 ha un grafico concavo e nella regione x > —1 ha un grafico convesso.
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/ Ve dz ponendo z = u? da cui dz = 2udu abbiamo

1+
U u? 1
= —— udu=2 [ —— du=2[1-——d
/1+u2 ua /1+u2 “ / T+ ™

= 2u — 2arctan(u) = 2y/x — 2arctan(y/r) + c.

/132638 dx = z%e” — 2/3361 dr = z%e® — 2[ze® — /ex dx)

= r2e” — 2we” + 2% = (2% — 22 + 2)e” + .

1
/x—i— d:r:/l— 54dx:x—5log|x—4]+c.

r—4 T —

(5) e Esistenza di 1+°° 1+\w/f$2 dx.

Il dominio di integrazione ¢ [1,400) e la funzione f(z) = % & continua su tale
dominio (gli zeri del denominatore, che pure esistono, sono negativi), di conseguenza
dobbiamo studiarne solo il comportamento in z — +oo.
T T 1
potoo, @)= i~ -
l+z+x x x3/2

Dato che %/2 e integrabile a 400 'integrale dato esiste.
xT

. .ol s
e Esistenza di fo ;‘fxg@ dx.

Il dominio di integrazione ¢ [0, 1] mentre I'integranda & continua solo in (0, 1], di con-
seguenza l’esistenza dell’integrale sara nota una volta determinato il comportamento di
f(x) per x — 0%,
sinx T 1
r— 0t x) = ~ = .
-0 @ r+2?2 x4z 14z

La funzione 1/(1 + z) ha limite 1 per x — 0, quindi di fatto f(z) ha in z = 0 una
singolarita eliminabile e quindi l'integrale esiste.

e Esistenza di 1+°O [\/ 1+ 2% — 22| dx.

Consideriamo la funzione f(x) = v/1+ 2% — 2. 11 dominio di integrazione & [1, +00) ed
f(x) & continua su tale intervallo dunque ¢ sufficiente determinare il comportamento di
f(x) per x — +o0o. Osserviamo che sia il termine v/1 + 24 che 2% sono divergenti a +oo.
Raccogliamo dunque il termine z#, ottenendo

flx)=V1+at—2? :m2\/1+xi4 —
=22 (1430 = 1) =2(1+ g + o) — 1) ~ 52
I'integrale proposto quindi esiste.

(6) f(z,y) e differenziabile in ogni punto del piano. I suoi punti stazionari sono le radici
dell’equazione grad f = 0 ovvero sono le soluzioni del sistema

aef@y) =0, feat+sy=0  _ Jat+y=0 _ [y+y=0
2 f(x,y) =0, —5y* + 52 =0, z =y z =yt

Raccogliendo y nella prima equazione otteniamo (1 4+ y'®) = 0, le cui soluzioni sono
y =0 ey = —1; vi sono quindi due punti stazionari: A = (0,0) e B = (1,—1). Per
4



P(l,—l) (X7 Y)

stabilire se si tratti di estremanti utilizziamo il polinomio Hessiano.

0% f P _

— < =9 3 — - J -9 3
Ox2 027, 0xdy T Oy 0y”,
quindi
Pooy(X,Y) = 2f(o 0)X2%+2 0°f (0,0)XY + 2f(o 0)Y?% =10XY.
(0,0) o2 D0y oy2 :

Il discriminante & 52 — 0 = 25 > 0 e quindi si tratta di un polinomio non definito per cui
il punto ¢ un punto di sella.

2f(1 ~1)X?+2 0°f (1,-1)XY + an(l ~1)Y? =20X? + 10XY + 20Y?
0xdy oy? ’
11 discriminante & 52 —20%20 = —375 < 0 e quindi si tratta di un polinomio definito.

Dato che 2 o 2( —1) = 20 > 0 il polinomio ¢ definito negativo cosi che il punto ¢ un
punto di massimo.

La funzione che compare a destra dell’equazione € continua in tutto il piano quindi il
P.C. ammette una unica soluzione che risulta definita su R. Per individuarla anzitutto
troviamo tutte le soluzioni dell’equazione omogenea y” — 3y’ + 2y = 0 la cui equazione
caratteristica @ A2 —3\+2 = 0. Le soluzioni sono due e distinte: \; = 1 e Ay = 2, quindi
la generica soluzione dell’equazione omogenea ¢

u(z) = Ae® + Be™* A BcR.

Ora determiniamo una soluzione particolare dell’equazione originaria: y” —3y'+2y = 2¢”.
Dato che a destra compare una funzione del tipo p(z)e* con p(z) polinomio di grado 0,
sappiamo che deve esistere una soluzione anch’essa della forma ¢(x)e® dove ¢(z) € un
polinomio di grado al pit 2. Cominciamo cercando una soluzione della forma y(z) = ae®
con a parametro da determinarsi.

y(@) =ac® = Y(x)=ae" = y'(z)=ac",
e quindi ’equazione porta a

2¢” =y — 3y + 2y = ae” — 3ae” + 2ae” =0

e evidente che non esiste alcun valore di a per cui questa equazione valga per ogni valore
di z quindi la soluzione non ¢ del tipo ¢(z)e® con ¢ di grado 0; dobbiamo dunque ripetere
i passaggi precedenti assumendo questa volta che ¢(x) sia un polinomio di grado 1:

y(z) = (az +b)e* =  Y(z)=(ax+a+be® =  y'(z)=(ax+2a+0b)e"

e quindi I’equazione porta a
2e” =y — 3y +2y
= (ax +2a+0b)e* —3 - (ax 4+ a+ b)e” + 2(ax + b)e”®

xT

= —ae
e quindi a = —2. Il valore di b € indeterminato ovvero qualsiasi valore gli attribuiamo
otteniamo sempre una soluzione: la nostra scelta ¢ b = 0. Quindi y(r) = —2ze® & una

soluzione e la generica soluzione & dunque:
y(x) = Ae® 4+ Be®™ —2ze®, A, BcR.
Tra queste dobbiamo selezionare quella che soddisfa le condizioni del P.C. e quindi

{Ozy(()) —A+B — {A+B =0

— A=-3, B=3.
1=9'(0) =A+2B-2 A+2B =3

La soluzione del P.C. & dunque: y(z) = —3e® + 3e%* — 2xe”.
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(8) Si tratta di un’equazione lineare, ovvero di un’equazione della forma y' = A(z)-y+ B(z)
con A(z) =1 e B(z) = —2¢". Dato che i coefficienti A e B sono funzioni continue su R,
dal teorema di esistenza ed unicita per le equazioni lineari segue che esiste una ed una
sola soluzione ad ogni P.C., e che tale soluzione risulta definita su R.

Per determinarla, osserviamo che K (z) := [ A(z) do = x e che quindi la soluzione &
data da

y(z) = K@ [/B(w)e_K(I) dac—i—c} =e" [/ —2e%e™” dx—i—c} =€’ [—/2 dx—i—c} =e"(—2z+c).
Sostituendo la condizione iniziale y(0) = 2 determiniamo subito il valore di ¢:
2=2¢%0+c¢)
quindi ¢ = 2 e dunque la funzione
y(r) =2(1 —x)e”

¢ soluzione del P.C. su R.



