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Il candidato risolva almeno tre tra i seguenti quesiti.

(1)

(2)

3)
(4)

Derivare le seguenti funzioni:

flx) = ] g(w>=%—2x3+4\/§, h(z) = /1 — 2z + a3,

245

Calcolare i seguenti integrali:

/4 i(\/g_i_ 2) dx /2 _dr /W(S sin(3z) 4+ 2 cos(2z)) dx
a2 Ty 3 =2 0 '

Determinare ’equazione della retta che nel punto di ascissa x = —2 & tangente al grafico
della funzione f(z) = 3z — 1/22.

Determinare il valore del parametro ¢ € R in modo che la funzione f(z) := c(x—1)? risulti
essere una densita di probabilita sullo spazio campionario € = [—1,1]. Successivamente
calcolare la media 4 e la varianza o2 della densita trovata.

Siano A e B due eventi tali che p(AU B) = 0.9, p(AN B) = 0,2 e p(A°|B) = 0.7.
Calcolare p(A) e p(B); successivamente stabilire se A e B sono indipendenti.

I valori di una variabile aleatoria X sono distribuiti come una normale di media y = 5
e varianza o2 = 9. Calcolare le seguenti probabilita:

P(X >4), P(X<T7) einfine P(2<X <9).

Su un spazio campionario €2 sono date due variabili aleatorie X,Y di cui sono note le
probabilita congiunte secondo il seguente schema:

X\Y| 1| 2
2 [1/41/8
3 [1/8]1/2

Calcolare M[X], M[Y], Cov[X,Y], Var[X], Var[Y], M[XY] e M[X?+Y?]. X ed Y sono
indipendenti? Sono correlate?

Il medesimo esperimento ¢ condotto da due laboratori diversi, che indichiamo con A e
con B, i quali hanno a disposizione strumentazioni diverse. Il laboratorio A ottiene la
seguente serie di misure:

24 26 1.9 29 3.0
mentre le misure ottenute da B sono:
22 25 25 27 26

Calcolare media e varianza delle misure di ciascun laboratorio. Quale laboratorio ha
ottenuto misurazioni piu significative?



Soluzioni

227410z —2
- (2w +5)2 7

—2 + 322
20V/1 — 22 + 2%

1
(2) (a) /xQ(\/m 2) dx = /(x_3/2 +2272) do = —207 /% — 227!
4 4
quindi [ %(\/E—i— 2) dr = [_2.,1:*1/2 _ 25[?71]‘1 — 5/2
dx 1
(b) /356—2 = glog\3x—2|

2
dz 1 2
indi = ~log|3z — 2||* =
quin. 1/1 T 30g|$ Hl

B (x) =

log 4
3

(c) /(3 sin(3z) 4+ 2 cos(2z)) dx = — cos(3x) + 2sin(2x)

™

quindi /OW(B sin(3z) 4+ 2 cos(2z)) dzr = [— cos(3x) + sin(2x)] .= 2

(3) In generale, y = f(wo) + f/(w0)(x — ). Nel caso in esame f/(z) = 3+ % e cosi
f(=2) =—25/4 ed f'(—2) = 11/4 per cui la retta cercata ¢ 4y = 11z — 3.

(4) Perché f(x) = c(x — 1)? sia una densita in [—1,1] & necessario che il suo integrale in
[—1, 1] valga 1, quindi si ha

1
1:/ c(:c—l)zdx:c/ udu—c—’ c:g.
1

Con tale valore di ¢ la funzione risulta a valori non negativi e continua a tratti, quindi
¢ effettivamente una densita in [—1, 1]. La sua media ¢ pari a

o s N e )
u—/le(a:)dx—/le(:c—l) dx—g/lx(x—l) dx

Varianza

o :/1 22 f(x)dx — p? :/1133252(33— 1)2da:— 1/4

-1

3 ! 3
=2 —2 —1/4=2
8/_1(x 23+t de -1/ 8(

o 8,
o~
w

(5) Dalla relazione p(AU B) = p(A) + p(B) — p(A N B) otteniamo che
p(A) +p(B)=p(ANB)+p(AUB)=0.2+09=1.1

Inoltre, dalla definizione di probabilita condizionata discende che
p(AN B)

(B = PAIB) =1-p(A1B) =1-07=03



e quindi p(B) =
0.433.

(ANB)/0.3=0.2/0.3 =2/3 ecosip(A) = 1.1—p(B) = 1.1-0.666
Infine, visto che

(AN B) =0.2 # 0.4333 - 0.6666 = p(A) - p(B)

scopriamo che A e B non sono eventi indipendenti

(6) P(X >4)=P(4 >22) = P(" 4 > ~1/3) = 1 - &(-1/3)
= ®(1/3) ~ 0.629 29%,
P(X<T7)= P(’f/g <) = P(f/;g <2/3) = ®(2/3) ~ 0.745 = 74.5%,
P2<X<9)= <27sm 920) = P(-1< 24 <4/3)
B(4/3) — D(—1) = B(4/3) — 1 +<I>( ) ~ 0.749 = 74.9%
(7) Le probabilita congiunte e marginali sono
X\Y| 1] 2
1/4]1/873/8
3 [1/8]1/2]5/8
3/8]5/8
e quindi
5 21
M[X]=2-S+43.- ==
[X] t3-2=73
3 5 57
M[X%=2%.432. > ==
X] 877 RT3
3 5 13
M[Y]=1-2+42.2=2"
Y] 877878
3 5 23
MY?|=12.2422. - ==
¥ 877878
1 1 1 1 35
MIXY]l=2-1--42.2.= 1. = 2. =22
XYl i g T3 lgtdig=g
Abbiamo quindi:
11
Cov[X, Y] = M[XY] - M{X]M[y] = 22 2L 13 _ 7
8 8 8 64
57 21 15
X = M[X? - (M[X])2=" (592 = 02
Var[X] (X = MX])" = o = (5)" =5
23 13 15
Y= M[Y? - (M]Y])2=22 - (222 =C
Var[Y] Yo - MY =+ - ()" =¢
M[X2+Y2]:M[X2]+M[Y2]:%7+%3:10

Le variabili non sono né indipendenti né non correlate, poiché, Cov[X,Y] = 7/64 # 0.
(8) In entrambi i casi si tratta di spazi campionari con cinque elementi, equiprobabili. In-
. . 2 .

b
dichiamo com g4 e 0% la media e la varianza per il laboratorio A, e con up e o quelle
3



per il laboratorio A. Si ha:

1
pa=Y pla) o= £(2442.6+1.9+29 +3.0) = 2.56
(e
1
oh =Y pla)-o®—p} = 5(2.42 +2.6% +1.9% +2.92 + 3.0%) — 2.56% = 0.1544
«

1
pp =Y p(B)-B= 5(2'2 +25+25+274+26) =25
s

1
op =Y p(B)- B —pp= 5(2.22 +2.5% +2.5% +2.7% + 2.6%) — 2.5% = 0.028.
B

I risultati piu significativi sono quelli ottenuti da B poiché mostrano una varianza
inferiore di quella dei dati di A.



