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Esercizio 1. Considerare la funzione ® : R* — R definita da ®(x,y) = 2° + y*.
Per ogni valore fisso di ¢ € R, determinare i punti (xq,y0) € I'. = ®71(c) per
cui I'insieme di livello I, non & localmente una curva di classe C! vicino (zg, yo)-
Trovare I’equazione della retta tangete in un punto generico (xg,yo) per cui I';
regolare. Ci sono valori di ¢ per cui I'. & compatto?

Esercizio 2. Considerare la funzione ® : R® — R definita da
O(z,y,2) = 2°y* + ye’.

a) Per ogni valore fisso di ¢ € R, determinare i punti (zo,yo, 20) € ®71(c)
non & localmente una superficie di classe C! vicino (o, %o, 20)-

b) Trovare l'equazione della piano tangete in un punto generico (o, Yo, 20)
per cui I'. & regolare.

c) Trovare una base per lo spazio tangente T(q 1,0yI'2.

d) Sia M la matrice hessiana Hy(1,1,0) della funzione g(z,y,z) = 2?+2zy+
y2? nel punto (1,1,0) € I'y. M & positiva definita su T 1,027

Esercizio 3. Sia ® : R? — R definita da ®(z,y) = xe¥ + ye®. Mostrare che
I'y = ®~! & un vincolo regolare non compatto. Trovare gli estremi locali di firo
per f(z,y) =2* +y? —2(z +y) + 1.

Esercizio 4. Trovare i massimi e minimi assoluti della funzione f(z,vy,z2) = (2 +
y?)22 + 22z sull’'insieme

D={(z,y,2) ER*: 2®+y?* <2? 0<z<1}

Esercizio 5. Sia 'y = ®71(0) dove ® : R® — R? definita da

O(x,y,2) = (2 + > + 22 — 4 2? +y® — 2rz), > 0.

a) E vero che I’y & un vincolo regolare per ogni r > 07
b) Trovare un punto p tale che Ty \ {p} & un vincolo regolare.
c) Trovare i punti di T’y che hanno distanza minima dal punto (0, 2r,0)



Esercizio 6. Sia A € M, «,(R) una matrice simmetrica a valori reali. Con-
siderando la forma quadratica f(z) = (z, Az) ed il vincolo I'y = ®~1(0) con
®(z) = ||z||?> — 1 mostrare che le copie di punti critici vincolati, moltiplicatori di
Lagrange (Ao, o) € R x R™ di fip, sono gli autovalori e autovettori di norma 1 di

A.

Esercizio 7. Trovare i valori di ¢ € R tali che la mappa f : R?> — R? definita da
fl@,y) = (@ +cy,y — (c+ 1)z°)

sia un diffeomorfismo globale.

Esercizio 8. E possibile trovare un diffeomorfismo f : R2 — $;(0) ¢ R? dove
S1(0) ¢ il cerchio unitario?

Esercizio 9. (Coordinate polari in R™) Considerare i semi spazi (dove 2’ =
(xla s axn—l))

R? ={(2/,z,) eR"'xR: 2,>0} e R"={(2',2,) eR": z, <0}

eil cono Ky = {(u,r) € R} : |u| < r}. Definiamo coordinati nuovi (u,r) tramite
le funzioni fi : Ky C R} — RZ definite da

(@, 20) = fa(u,r) = (u, /1% — [uf?)
Mostrare che f sono diffeomorfismi locali e globali e trovare una formula per f L

Esercizio 10. (Coordinate cilindriche su R") Ripetere l'esercizio 8 con le
funzioni f£: Ky x R — R’} x R definite da

(@' 20, t) = fe(u,r,t) = (u, £/72 — |ul2,t)

Esercizio 11. (L’equazione di Laplace in coordinate polari) Mostrare che
ue C?*(R?\ X) dove X = {(z,0) e R?: z > 0} ¢ soluzione di

Au = Ugy + Uyy =0 in R2\X

se e solo se v € C?((0,4+00) x (0,27)) definita da v(p,f) = u(pcosf,psind) &
soluzione di

1 1
Aporv = Uy, + 5 + p—zvgg =0 in (0,400) x (0,27)



