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Esercizio 1.

(a)(i) Sia f: I =[-1,1] — R definita da

(ii)

x%sin (1/x) x € (0,1]
f(x):{ a—2 x € [-1,0]

con a € R.

Per trovare « tale che f € R(I), ricordiamo che f deve essere limitata.
Quindi e necessario o > 0. In tal caso, la funzione risulta limitata con al piu
una discontinuita in = 0. Quindi f € R(I) se e solo se a > 0

Per trovare @ > 0 tale che f ammette primitiva in I, ricordiamo che f
deve soddisfare la proprieta di Darboux (dei valori intermedi). Se @ = 0
abbiamo f(x) = —2 per ogni x € [-1,0] e, in particolare f(0) = —2. Ma
f(z) =sin(1/x) per z € (0, 1] percio f(2/m) = —1. D’altre parte, non esiste
x € (0,2/m) per cui f(x) € (—2,—1). Quindi f non soddisfa la proprieta di
Darboux per a = 0.

Per a > 0 si ha lirgl+ f(xz) =0 con |f| decrescente per z — 07 ma f(0) =

a—2 # 0 per a # 2. Quindi manca la proprieta di Darboux anche per
a € (0,2) U(2,400). Rimane solo il caso & = 2 per cui f risulta continua su
I ed ammette primitiva per il Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale.
In conclusione, per a > 0, f ammette primitiva se e solo se o = 2.

(b) Sia F' la funzione integrale definita da

¢ log |2 + |
F(x) = -
@) /1 V(1 +t +12)1/2

Dominio di F: La funzione integranda f(t) = %logmtl ¢ continua

per t # 0,—2 percio F & definita sicuramente per x € (0,+00) e abbiamo
F(1) = 0. Analizzando il comportamento asintotico di f per ¢t — 0 si trova
log 2
f(t) ~ m per t— Oi

percio f € integrabile in senso generalizzato in un intorno di ¢ = 0 e abbiamo
(=2, +00) C dom(F). Inoltre, per t — —2 si trova

f(t) ~Clogl|t +2| per t— —2%



percio f ¢ integrabile in senso generalizzato in un intorno di ¢t = —1 e abbiamo
dom(F) =R.

Limiti di F' agli estremi del dominio: Dobbiamo analizzare i limiti per
x — Foo dove "
log |t
t) ~ er t— too.

Quindi abbiamo f integrabile in senso generalizzato a +oo ed esiste finito i
limiti lirf F(z) = Ly. Abbiamo asintoti orizzontali a +o00 dove ¢ ancora
T— =00

da analizzare il segno dei limiti Ly. Sara chiaro che Ly > 0 ma il segno di
L_ non é chiaro.

Monotonia ed estremi locali: Per il TFCI, abbiamo F' derivabile per
x # 0,—2 ed analizzando il segno di f si trova

F() >0 per te(—3,-2)U(—2,—1) U (0, +o0)

f(t) <0 per te€ (—o0,—3)U(-1,0).

Quindi F' ¢ strettamente crescente per « € [—3, —1]U[0, +00) e strettamente
decrescente per z € (—oo, —3] U [—1,0]. Inoltre, abbiamo minimi locali in
r = —3,0 ed un massimo locale in z = —1.

Punti di non derivabilita di F': Come gia notato, abbiamo F' derivabile
per & # —2,0. Dai limiti di f per t — —2%, 0% si trova che F ha un tangente
verticale in * = —2 ed un cuspide in z = 0.

Asintoti: Come gia notato ci sono asintoti orizzontali per x — +oo dove il
segno Li > 0 segue da F'(1) =0 e F crescente per x > 0.

Grafico qualitativo: Da sinistra a destra, F' parte da un asintoto oriz-
zontale al —oo, decresce fino al x = —3 dove ¢’¢ un minimo locale con retta
tangente orizzontale. Poi F' cresce fino ad x = —1 dove ¢’é¢ un massimo locale
con retta tangente orizzontale. Poi F decresce fino ad 2 = 0 dove F(0) < 0
e abbiamo un minimo locale con cuspide. Infine F' cresce con uno zero in
r = 1 ed un asintoto orizzontale a quota positiva per z — 4o00.

Esercizio 2.

(a) La serie

n=1 n=1 (n+1)a

con a € R & una serie telescopica. Infatti, f definita da f(z) = |zlogz| &
continua su (0, +00) dove n®, (n +1)* > 0 per ogni « € R,n € N. Quindi f



ammette primitiva F' in (0,4o00) e abbiamo

F(n®) — F((n+1)%) := b, — bp1.

T
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Quindi la serie ¢ convergente se e solo se esite finito il limite lirf F (n®)
n—-+0o0o

con somma

n—-+oo

“+o0
> a,=F(1)~ lim F(n®) (1)

Dividiamo l’analisi in tre casi (& = 0,0 > 0,a < 0). Per @ = 0 si ha
n® = (n+1)* = 1 per ogni n e tutti i termini si annullano. Quindi

+oo
a=0= Z a, = 0.
n=1
Per @ > 0 abbiamo n%, (n + 1)* € [1,00) e una primitiva di f(z) = zlogz &

1 1
F(x) = 5;1:2 logx — 112. (2)

Inserendo (2) nella formula (1) abbiamo (per « > 0):

ioa o lim lnh alo n—1 =—00
20T Ty T |2 U9 T

e la serie diverge a —oo.
Per ao < 0 abbiamo n®, (n+1)* € (0, 1] e una primitiva di f(z) = —zlogx ¢
L o L o
F(z) = —zaz"logx + —x~. (3)
2 4
Inserendo (3) nella formula (1) abbiamo (per « < 0):

+§a *17 lim 17120‘ 1fcvlon *1
= "4 oS4 |2 2 & 4

e la serie converge con somma 1/4.

(b) La serie

Sofa() ()|

n=2
risulta essere a termini positivi: possiamo usare il confronto asintotico per
determinare per quali « sia convergente. Consideriamo il termine generale

wmefo () (2) -



per n — oo, usando gli sviluppi delle funzioni seno e coseno iperbolico
risulta

1 1 ¢ 1 1.]° 1
2 . _ 2 L o~
o)) T = ]~ e
percio la serie considerata converge se e solo se 2a — 2 > 1 e cioe se e solo se
a>3/2
Esercizio 3.

(a)(i) Osserviamo che in un intorno di (1,0) la funzione

(z—y)?
f(xvy)=y2+e(y—w)+/ eVt dt

=y

¢ composizione di funzioni di classe C?. Per scrivere la formula di Taylor del
secondo ordine centrata nel punto (1,0) di f abbiamo bisogno di determinare

f(1’0)7 fﬂc(l’o)a fy(l,O), fz:c(lzo)v fxy(150)7 fyy(lao)
f(1,0) = —e+ fll eVidt = —e

Calcoliamo le derivate prime:

gi = —e+2x—y)e® YV —eVTV = %(1,0) =0
%ze—%w—y)e“‘_y—&-eﬂ—&-% = %(1,0)20

...e le derivate seconde

% =2(x —y)e” Y +2e"7Y — f/\;iyy = %(1,0) = ge

8(126]; =2z —y)e* Y —2e"Y 4+ Qi/\;iyy = ;jéfy(l, 0)= —;e
?;yJ; :2(w—y)em_y+2em_y—2i/\;iyy+2 = ?)ZJ;(LO) 2564‘2

La formula di Taylor richiesta sara data da

Fla) = —e+ Jela =17 = felo = Dy+ (e 1) 2 4o (2= 12 +17)



(a)(ii) Da quanto trovato al punto precedente abbiamo che (1,0) & un punto
stazionario per f. Inoltre il determinante della matrice Hessiana di f e dato
da 7e > 0 e fz(1,0) = Ze > 0 da cui si deduce che (1,0) & un punto di
minimo.

(b) Studiare al variare di a > 0 la continuita, e la differenziabilita della seguente

funzione
|x|¥ siny

L1 .2
flay) =4 ©FY

0 (z,9)=(0,0)
dove By = B1(0,0) & la palla aperta in R? di raggio 1 e centro (0,0).

(z,y) € B1\ (0,0)

Continuita:

Osserviamo che la funzione & sicuramente ben definita e continua in tutti i
punti di By \ {(0,0)} per ogni a > 0.
Per determinare per quali & € R¥ risulta continua anche nell’origine, co-

minciamo ad eliminare qualche caso in cui le cose vanno male e valutando la
funzione lungo la curva (z,x?)

2 ||~ 9
flz,2%) = o —0 per z—0 & a>

Quindi condizione necessaria affinche f sia continua & che o > 2.

Poniamo oo = 2 + € con € > 0.

Usando la solita maggiorazione |ab| < % (a® + b?), si pud stimare f nel modo
seguente

0<

le”esiny‘ oyl 1ty

R R 2x4+y2‘x|ez\x|e_’0 per (z,y) — (0,0)

quindi per o > 2 f risulta continua in (0,0).

Differenziabilita:

Per ogni a > 0, la funzione risulta differenziabile sicuramente in tutti punti
di B1\ {(0,90)}

Per i punti della forma (0,y0) con |yo| < 1, dividiamo lanalisi in due casi
Yo =0e yo # 0.

Caso 1: (yo = 0) Dobbiamo restringerci ad o > 2 perche continuita e
condizione necessaria per la differenziabilita. Essendo f(z,0) = 0 = f(0,y)
per ogni z,y € (—1,1), abbiamo che esite il gradiente nell’origine e vale

V£(0,0) = (0,0).



Per la differenziabilita ci serve controllare che
f(:my) - f(OvO) - <Vf(0,0), (:my)) = O(H(l‘,y)H) per ($7y) - (070)‘
Ma f(0,0) =0 e Vf(0,0) = (0,0) percio ci serve

R C0 M * VI
(@9)—0,0) /22 +y2  (29)=00) (% + y?)\/22 + 3>

Cominciamo di nuovo valutando lunga la curva (z,z?%) e si trova

0=

flz,y) _ |z[*sina®

/22 + 42 2zPPVI+ a2

che tende a zero se e solo se a > 3. Quindi per la differenziabilita di f in
(0,0) & necessario a > 3.

Inoltre se @« = 3 + ¢ > 3 abbiamo

[ siny 2+l L ja'tely| _ 1

< <5 <3

(@t +y2)Va2 +y? T (@t ) a Fy? T 2V a 2 T 2
percio f & differenziabile in (0,0) se e solo se a > 3.

Caso 2: (yo # 0, |yo| < 1). Dobbiamo controllare per quali « & vero che

f(z7y) B f(oa yO) — <vf(0ay0)7 (Iay - y0)>
2?4+ (y — yo)?
In particolare dobbiamo prima avere l’esistenza del gradiente nel punto

(0,90)- E chiaro che fy(0,90) = 0 ma la derivata parziale in z esiste se e
solo se a > 1. Infatti

— 0 per (z,y) — (0,90). (4)

f(tvyo) — f(O»yO) — lim |t|0¢ Sil’l(yo)
t = )

fa?(()?y()) = tlg%

percio il limite esiste finito se e solo se a > 1 e la derivata parziale vale zero
in tal caso. Per a € (0, 1] la funzione f non & differenziabile in nessun punto
della forma (0, yo).

Analizziamo il caso o > 1. Abbiamo V f(0,y0) = (0,0) e f(0,yo) = 0. Quindi
Iepressione in (4) puo essere stimata facilmente da

|z[*siny _ =] |siny|

(@ +y2)Va? + (y —y0)?| Va2 +(y—yo)? (2* +y7

che tende a zero per (z,y) — (0,y0) con y, # 0 se @ > 1. Quindi f ¢
differenziabile in (0, yo) con yo € (—1,0) U (0,1) per ogni a > 1.

1
S " |x|a71
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Esercizio 4.

(a) Dato il problema di Cauchy

arctan(em)y2
(PC)
y(o) =Y0 )

lequazione differenziale & in forma normale 3’ = f(z,y) dove

flz,y) = %y + erretan(e®) g2 & di classe C''(R?) e quindi per ogni ¥ esiste
ed ¢ unica la soluzione locale del Problema di Cauchy.

(b) Notiamo che I'equazione differenziale ¢ di Bernoulli. Per yo = 0 la soluzione

¢ data da y = 0. Per yy # 0 dividendo per y? e operando il cambiamento di

variabile z = i, si ottiene il nuovo problema

e(lﬁ'

/ arctan(e®)

(NPC) - Wz o
z(0) = 1/yo ;
Risulta
z(z) = eJo e {— /x oI5 T ds arctan(e) gy + 1}
0 Yo
da cui

x 1
Z(Z‘) — earctan(e ){—JT—F }

yoe%

Percio la soluzione ¢ data da

s
e~ arctan(e”) L

y(r) = : =
— .’17:[/064

L’intervallo massimale di esistenza ¢ dato da

(=00, 400) se yo =0

1
<—oo, ,,) se yo >0
Yoe 4

1
e da (,,,+oo> se yo < 0.
Yoe 1



