Meccanica Hamiltoniana

Dato un sistema meccanico con coordinate
q ={q1;...;qn}, energia cinetica T' ed energia potenziale U, le traiettorie

q(t);q (t) sono i minimi del funzionale di azione

S = [L(q(t); 4 (t);t)dt

Esse sono le soluzioni delle EQUAZIONI DI EULERO-LAGRANGE:
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Sia L(q; Q; t) la Lagrangiana di un sistema. Pongo
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Definisco allora nelle variabili p e ¢ la FUNZIONE HAMILTONI-
ANA

pi =

H(g;p;t) =0 i 4 —L(g; 4; 1).

Essa ¢ la trasformata di Legendre della funzione Lagrangiana.
Applicando le equazioni di Eulero-Lagrange alle coordinate p e ¢, si ot-
tengono le EQUAZIONI DI HAMILTON:

__ OH

qi_ Op;
H__ __OH
D= — 90;
ESEMPIO

Considero il sistema meccanico unidimensionale dato da un punto mate-
riala collegato ad una molla, che si muove su un piano orizzontale privo di
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attrito. L’energia cinetica ¢ T = (1/2) m ¢ ; Penergia potenziale ¢ U = —kq?.

Allora, la Lagrangiana e
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L(g;¢;t) = (1/2)m 4 +kq¢?;

Abbiamo
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da cui

H(p;g;t) = 5 — ke

2m

Le equazioni di Hamilton sono

-2
p= —2kq.
DEFINIZIONE

Un cambiamento di coordinate p'(q; p), ¢'(¢; p) si dice SIMPLETTICO
se la funzione Hamiltoniana rimane invariata, cioe H'(p';¢") = H(p; q).
Cio significa che la trasformazione lascia invariata la forma simplettica

w =dp N dq,
Deve essere
dp' Ndq' = dp N dq.
Quindi,

(% dp + 92dg) A (%dp + %—‘gdq) =dp Ndg.

DEFINIZIONE

Siano F(p;q) e G(p;q) due funzioni nello spazio delle fasi. Allora, si
definiscono le PARENTESI DI POISSON:

{F;G} (pq) = (3£ 55 — 3E99).
In particolare, se F'(p; g; t) € una funzione nello spazio delle fasi dipendente
dal tempo, allora
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Se F' non dipende dal tempo, allora F' ¢ una costante del moto se e solo
se



{F:H} =0.
La derivata di Lie

Sia v un campo vettoriale C'™° su una varieta differenziabile M di dimen-
sione n. VYm € M jesiste ed & unica la curva t — @' (m) tale che:

@ (m) = m e il vettore tangente a tale curva per t = ¢’ & v (@' (m)),
OVVero

4 (@!(m)) = v(®!(m)), Vt € I, I CR.

Se M & compatta, allora, Vt € I,

®! : M —— M ¢ un diffeomorfismo, con inverso ®~¢. Inoltre, ®!** =
Ot o P,

La famiglia {®',¢ € R} & un sottogruppo ad un parametro del gruppo
delle trasformazioni di M, e si dice flusso indotto su M dal campo vettoriale
.

Sia & : M —— N un diffeomorfismo; X un campo vettoriale su N. 1l
pull — back ®*X e un campo vettoriale su M definito da

(@*X)(m) = (DPp)~ (X (D(m))).

Siano X e Y due campi vettoriali su M, {®'} il flusso indotto da X. La
deriwata di Lie di Y rispetto ad X in M e il campo vettoriale

(LY )y = limy_g LI @ )Y (m) _
m — 7
= (%)t:o(q)t)*Y.

(LxY) si dice anche prodotto di Lie di X e Y e si indica con [X;Y].
In R"™ vale la formula

[(X; Y], = (DY )m(X(m)) = (DX ) (Y (m)).

Essa ci permette di calcolare la derivata di Lie in coordinate locali.
Sia & : M —— N definita come in precedenza; o una k-forma su N. Il
pull — back ®*a e una k-forma su M definita da

(P*)m(eq; €055 68) =
= a@(m)((Dq))mel; e (D(I))mek)

Sia X un campo vettoriale su M, {®*} il flusso indotto da X. La derivata
di Lie di 3 rispetto a X, 3 € QF(M), &
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ty* _
(ACX/B) m — hmtﬂo (CD ) (ﬁd)t(—m)) Pm —

() (®) (Bor ).

Valgono le seguenti proprieta:

P*(a A B) = (P"a) A (P*6);
d*da = dd*ar.

Sia w una k-forma su M, X un campo vettoriale tangente ad M. Se k > 0
si definisce il prodotto interno di w e X come

(LX) w)m((€1)m; (€2)m; -3 (er—1)m) =
=(W)im (Xon; (€1)m; (€2)ms -5 (€x—1)m)-

TEOREMA
Se w & una k-forma e se v & un campo vettoriale su M, allora
(Low) = d(e(v)w) + t(v)dw.
Spazi vettoriali simplettici

Sia W uno spazio vettoriale di dimensione reale pari. W si dice spazio
vettoriale simplettico se esiste una 2-forma
w:WxWir—R

bilineare, antissmmetrica e non degenere.

DEFINIZIONE

Sia V' un sottospazio vettoriale dello spazio vettoriale simplettico W. Il
complemento simplettico di V' e il sottospazio

Vi={veW: :w(;v)=0,YveV}.
DEFINIZIONE

Il sottospazio V si dice:

a) Simplettico se VNV? = {0};
b) Isotropo se V C VY,

c¢) Coisotropo se V° C V;

d) Lagrangiano se V = V°.



OSSERVAZIONE

Se W e uno spazio vettoriale simplettico e V' & un sottospazio vettoriale
di dimensione 1, allora V' & isotropo: infatti, se V = span {v}, allora,

VA e R,

w(Av; pv) = A (viv) = 0,

e, di conseguenza, V C V.

Analogamente si verifica che se V' ha codimensione 1, allora V' e coisotropo.

ESEMPIO.

R =~ R" x (R™)*. R?" & uno spazio vettoriale simplettico, con la 2-forma

((3):(3)) -

Va,a € R"; Vb,V € (R")*.
DEFINIZIONE

Siano (E;0) ed (F;7) due spazi vettoriali simplettici. Un’applicazione
lineare A : £ +—— F si dice isomorfismo simplettico se A & un isomorfismo di
spazi vettoriali e se A*1 = o, cio¢ o(ey;es) = T7(Aey; Aes).

TEOREMA

Ogni spazio vettoriale simplettico (E;0) ¢ simpletticamente isomorfo a
(R™ x (R")*;w), dove w & la forma canonica, per qualche n.

Un isomorfismo A : E — R™ x (R")* che manda la base di E

{er;eas s en; f15 f2; -5 fu}

nella base standard di R" x (R™)* ¢ simplettico se e solo se, Vi,j €
{1;2;..;n},

o(e;;e;) = 0;
U(fi;fj) = 0;
o(fisej) = iy



Varieta simplettiche
DEFINIZIONE

Se M e una varieta differenziabile di dimensione 2n, una 2-forma w €
Q*(M) si dice STRUTTURA SIMPLETTICA SU M se valgono le
seguenti condizioni:

1) Vp € M,w, ¢ non degenere;

2) Vp € M, w, ¢ antisimmetrica;

3) w ¢ chiusa.

In tal caso, si dice che (M;w) ¢ una VARIETA’ SIMPLETTICA.

La prima condizione implica che w" # 0, e quindi M ¢ orientabile.

ESEMPIO

Data la sfera S? in R?, Vp € S?, T,,S% = pt.

Considero la 2-forma su S? data in p da wy(v; w) =

=< v Aw;p >, Yo;w € T,5%

w ¢ non degenere ed antisimmetrica; inoltre, essa e chiusa perche in una
varieta di dimensione 2 non e-

sistono 3-forme non nulle; dunque w ¢ una struttura simplettica su S2.

ESEMPIO

Ogni varieta di Kahler € una varieta simplettica, in quanto la forma di
Kahler ¢ una (1;1)-forma non degenere e chiusa.

Il fibrato cotangente

Considero il fibrato 7 : T* X —— X. V 2z € X, la fibra in x ¢ il duale dello
spazio tangente ad X in z.

Il differenziale (D7) manda un vettore tangente in (x;&) a 7*X in un
vettore tangente ad X in x. £ € un elemento di 7 X.

DEFINIZIONE

La 1-forma canonica su T*X ¢

Qasg) = § 0 Dr.
DEFINIZIONE



La 2-forma o = d« si dice 2-forma canonica su T*X.
Si verifica che T*X con la 2-forma canonica ¢ una varieta simplettica,
detta spazio delle fasi di X.

TEOREMA
Se A € Q}(X) ¢ una sezione di T*X, allora
A= XN

(N )e = qn,) © DA = Ay 0 DT(gn,) 0 DA, =
= )\r oD (W(x;kx) o )\x) = /\x

OSSERVAZIONE

Le varieta simplettiche sono una notevole genera-

lizzazione delle varieta di Kahler. Infatti si dimostra che per ogni gruppo
G finitamente generato esiste una varieta simplettica compatta di dimensione
4 il cui gruppo fondamentale & proprio G.

Questo non e vero per le varieta di Kahler: basta prendere, per esempio,

G =7Z.

DEFINIZIONE

Sia (M;w) una varieta simplettica. Una sottovarieta N di M si dice
LAGRANGIANA se Vg € N, T;N ¢ un sottospazio vettoriale Lagrangiano
di T,M.

DEFINIZIONE

Sia (M;w) una varieta simplettica. Poiché w & non degenere, esiste un
isomorfismo tra T'M e T*M che ad un campo vettoriale X € T'M associa la
1-forma ¢ (X)w = w (X;-). Esso coincide proprio con il prodotto interno.

DEFINIZIONE

Un SIMPLETTOMORFISMO ¢ un applicazione differenziabile v :
M — M tale che Y*w = w, dove w e la struttura simplettica su M. 1l
gruppo dei simplettomorfismi di (M;w) si indica con Symp (M;w).



DEFINIZIONE

Un campo vettoriale X € TM si dice SIMPLETTICO se la 1-forma
t(X)w e chiusa. Lo spazio dei campi vettoriali simplettici si indica con
X (M;w).

TEOREMA IMPORTANTE

Sia (M;w) una varieta simplettica compatta. Se {1;},.p ¢ una famiglia
differenziabile di diffeomorfismi di M in se stesso generata da un campo
vettoriale X che soddisfa le relazioni

Yo = 1d;
(%)wt = X; oy,

allora ¢, € Symp (M;w), Vt € R, se e solo se X; € x (M;w), Vt € R.
DIM. Vt € R,{¢;} ¢ il flusso indotto da X;. Allora, valgono le formule

Lx,w = u1(Xy)dw + d(1(Xt)w)
(%) viw = 0} ((Xp)dw + d((Xy)w)) =
=i d(u(Xp)w).

Essendo Yjw = w, ¥jw vale costantemente w se e solo se (%) Yiw =0,
cioe d(t(X¢)w) = 0, Vt.
TEOREMA
Se X e Y sono campi vettoriali simplettici, allora [X;Y] € x (M;w) e
L([X5Y])w = dH,

dove H ¢ definita da H (p) = w,(X,;Y,).

OSSERVAZIONE

Dai due teoremi precedenti, segue immediatamente che x (M;w) e 1’algebra
di Lie associata al gruppo di Lie Symp (M;w), nel caso in cui M sia com-
patta.



Flussi Hamiltoniani.
DEFINIZIONE

Per ogni funzione differenziabile H : M —— R, il campo vettoriale Xy :
M —— T'M determinato dalla condizione

L(Xp)w=dH,

si dice CAMPO VETTORIALE HAMILTONIANO associato alla
FUNZIONE HAMILTONIANA H.

Il flusso indotto da tale campo vettoriale si dice FLUSSO HAMILTO-
NTANO associato ad H

Viceversa, ogni campo vetoriale simplettico ¢, localmente, il campo vet-
toriale Hamiltoniano di qualche funzione H, detta FUNZIONE HAMIL-
TONIANA.

DEFINIZIONE

Una TRASFORMAZIONE CANONICA COORDINATA di (M;w)

¢ un simplettomorfismo
¢: M — R™x (R")*

che ¢ anche un diffeomorfismo locale.

DEFINIZIONE

Si definiscono le PARENTESI DI POISSON di due funzioni F';G €
C*>®(M) come

Si verifica che queste parentesi di Poisson danno origine a una struttura
di algebra di Lie sullo spazio C*>°(M).
OSSERVAZIONE

Su R™ x (R™)* con la base {x1;...;2,;&1;...;&} le parentesi di Poisson
assumono la forma



(Foy =3, (5858 - 825¢)
TEOREMA

La funzioni x1; ...; ,; &5 ...; &, danno origine ad una trasformazione canon-
ica coordinata su (M;w) se e solo se:

{zi; 25} = 0;
{&:;¢&} =0;
{€i§xj} = 5@';]‘-
TEOREMA

Sia (M;w) una varieta simplettica; allora:

1) per ogni ¢, il flusso Hamiltoniano ¢% ¢ un simplettomorfismo la cui
derivata rispetto a t € un campo vettoriale tangente alle curve di livello di
H.

2) Per ogni funzione Hamiltoniana H e Vi € Symp(M;w), si ha

Xtoyp = V" Xp;

3) [Xm; Xel = X(ray-

TEOREMA DI DARBOUX

Sia (M;w) una varieta simplettica di dimensione 2n. Allora, Vm € M
U intorno di m tale che
¢:U— R" x (R")*

sia una trasformazione canonica coordinata.

DEFINIZIONE

Sia (M;w) una varieta simplettica. Una sottovarieta N di M di dice
COISOTROPA oppure INVOLUTIVA se Vg € N, T;N ¢ un sottospazio
vettoriale coisotropo di T, M.

TEOREMA

Sia (M;w) una varieta simplettica e sia V' una sottovarieta definita su un
aperto U dall’annullamento di funzioni C*° fi; fo;...; fi tali che i differenziali
{df1;dfs; ...; dfy.} siano linearmente indipendenti. Allora, V & coisotropa in
U se e solo se
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{(fif;} =0suV NU, Vi;j € {1;2;...;k}.

DIM. T,V = N, ker(dfi)m = N7, [X;,(m)]°. La seconda uguaglianza
segue dal fatto che

df; = 1 (Xy,) w = w(Xy,;-). Poiche, in generale,

VONWO = (V + W)Y,

TV = (span{X;,})° e (T,,V)° = span {X,}.

Poiche

dfi (Xy;) = ((Xp)w)(Xy,) = w(Xp; Xp) = {fis fi}

ne segue che Xy, € T,,V, cioe V & coisotropa, se e solo se {fi; f;j} = 0,
Vi, j.
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