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Matematica del Discreto

discreto :  opposto di continuo, "separato”,
per noi, molto spesso: finito.

Nel corso, due capitoli:
@ Rudimenti di Matematica del discreto
e relazioni tra insiemi (e relazioni in un insieme)

o strutture algebriche
e proprieta dei numeri interi

@ Algebra Lineare

o sistemi di equazioni lineari
@ matrici
e spazi vettoriali e applicazioni lineari
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Matematica del Discreto

Relazioni in un insieme: relazione d’equivalenza
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Relazioni in un insieme: relazione d’ordine

{Giorgio, Marta, Valeria, Maria, Sergio, Antonio, Luciano, Sandra, Franco}

Maria Giorgio Sandra Luciano
Valeria Marta Antonio
Franco Sergio
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Strutture algebriche: struttura di gruppo

___________________

Sono sei insiemi con lo stesso numero di elementi, ma A, D ed F hanno una
"struttura" diversada B, C, e E.
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Matematica del Discreto

La diversita dipende proprio da una struttura algebrica: la struttura di gruppo.
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Richiami sugli insiemi

index

© Richiami sugli insiemi
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Notazioni

Insieme: concetto primitivo.

A,B,...X... insiemi; a,b,...x... elementi
@ a € A (a appartiene a A) , a ¢ A (a non appartiene ad A),

@ B C A, o equivalentemente B C A (B ¢ contenuto in A, B € un
sottoinsieme di A ossia Vb € Bsiha b € A),

@A=B&BCAeACB.

@ () (insieme vuoto, privo di elementi).

0 CA, VA.

@ Rappresentazioni di A
o per elencazione: A = {a,b,c,...}
e per proprieta caratterizzante: A = {a € X | P(a)}
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Richiami sugli insiemi

Sia A un insieme non vuoto. Se esiste un numero naturale # tale che A sia
in corrispondenza biunivoca con {1,2,...n}, allora si dice che A & un
insieme finito di cardinalita |A| = n, altrimenti si dice che A & infinito.

Se A,B C XsiponeANB = {x € X|xcAex € B} (intersezione).

SeAy,...A, C X sipone
AﬂA2ﬂ~-ﬁAn:ﬂ'fAi:{xEX|x€A,- \V/lzl,,n}

Se A,B C XsiponeAUB = {x € X|x € Aox € B} (unione).

SeAy,...A, C X sipone
AUA U UA, =JlAi ={xeX|xeA, FJi=1,...,n}.

SeA C Xsipone A’ =A° = {x € X| x¢ A} (complementare).
p

SeA,BCXeBCAsiponeA N B={xecA| x¢ B} (differenza).
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Richiami sugli insiemi

N insieme dei numeri naturali N = {0, 1,2, ...},
Z insieme dei numeri interi (relativi) Z = {--- —2,—1,0,1,2,... }.
ESERCIZIO
e X={xeN | xdivide 12},Y ={xe N | xdivide 18}
XNy ={1,2,3,6} e XUY={1,2,3,4,6,12,9,18};
e A={x€Z|x =2hheZ},B={x€Z|x = 6k,k € Z},
dimostrare che A U B = A.
A C AU B: ovvio
AUB C A ?? Occorre mostrare che Vx e AUBsihax € A.

SexeAUB,x€cAox€B
Se x € A, abbiamo finito.
Se x € B, allorax = 6k = 2(3k) = 2hcon k € Z e h = 3k, quindi x € A.
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Insieme delle parti

Dato un insieme V, I"insieme delle parti di V, P(V), & I’insieme costituito da
tutti 1 sottoinsiemi di V, cioe:

P(V) = {X| X C V}.
ESEMPIO

Vv ={1,2,3}. P(V)={0,{1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

ESERCIZIO
A =1{0,1,2,3}: le seguenti affermazioni sono vere o false?

a) {0} C A; b) {0} € A; c) b eA;
d) {0} C P(A); e) ) € P(A); ) {1,2} € A.
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Richiami sugli insiemi

Partizione di un insieme

Dato un insieme X non vuoto, una partizione di X, ¢ una collezione di
sottoinsiemi non vuoti A; di X, i € I, tali che:

® A;NA; =0,Vi+# j(gli A; sono insiemi disgiunti);
® X = |J;c;Ai (gli A; ricoprono X.).

ESEMPIO - X = {1,2,3,4,5,6,7}.
o Y={A, ={1,3},A, = {2},A3 = {4},A4 = {5,6,7}} & una partizione
di
o Z={A; ={1,3},A, = {2,3},A; = {4},A4 = {5,6,7}} non ¢ una
partizione di X
o W={A; ={1,3},A, = {2},A3 = {5,6,7}} non & una partizione di X
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Prodotto cartesiano

Dati due insiemi A e B, il prodotto cartesiano di A e B, A X B, ¢ I'insieme
costituito da tutte le coppie ordinate ((a,b) # (b.a)) di elementi di A e B,
cioe:

AxB={(a,b)lacA, be B}.

Se A = B, A x A si denota anche con AZ.

ESEMPI
e A=1{1,2,3}.
AxA={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (3,3)}.
@ A = R retta cartesiana, A x A = R? piano cartesiano.
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Richiami sugli insiemi

Se A ha cardinalita |A| = h e B ha cardinalita |B| = k allora A X B ha
cardinalita hk.

Il prodotto cartesiano si estende anche a tre o piu insiemi.
Se si considerano n insiemi Ay, Ay, . .., A, il loro prodotto cartesiano ¢
definito cosi:

Al XAy x - x Ay ={(ay,a2,...,ay) | a€ANi=1,...,n}

N.B. La scrittura {a, b} denota I’insieme i cui elementi sono a e b, quindi la
coppia a, b (per cui {a,b} = {b,a}), mentre la scrittura (a, b) denota la
coppia ordinata (a, b) (per cui (a,b) # (b, a)).

Lo stesso accade per {aj,az,...,a,} e (a1, az,...,a,).
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Relazioni in un insieme

Siano A e B insiemi. In modo informale possiamo dire che una relazione R tra
A e B ¢ una legge che a qualche elemento di A associa qualche elemento di B.

Consideriamo questi esempi:

R;) A = {punti del piano }, B = { rette del piano}.
a € A ¢ inrelazione con b € B se il punto a sta sulla retta b.

R;) A = B = insieme di persone.
a € A ¢inrelazione con b € A se a ¢ padre di b.

R3) A=B=N.
a € A e in relazione con b € A se a € un divisore di b.

Cristina Turrini (UNIMI - 2018/2019) Elementi di Algebra e di Matematica Discreta 17 /63



Relazioni tra insiemi

Formalizzazione:

Una relazione (binaria) R tra due insiemi A e B ¢ un sottoinsieme del prodotto
cartesiano A x B.

Sia R C A X B una relazione. Se (a,b) € R si dice che a & in relazione con b
(spesso si scrive aRb, invece di (a, b) € R).

Se invece a e b non sono in relazione si scrive (a,b) ¢ R.
Ad esempio, nel caso della relazione R, scrivere (a,b) € R vuol dire a € b.

Ad esempio, nel caso della relazione R;, scrivere (Mario,Giorgio)€ R, oppure
Mario R, Giorgio, vuol dire che Mario ¢ padre di Giorgio.

Nel caso della relazione R,, una donna a non € in relazione con nessuno.
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Relazioni in un insieme

OSSERVAZIONI e DEFINIZIONI

1 Se A = B si parla di relazione su A;
2 Ogni sottoinsieme R C A X B definisce una relazione tra A e B;

3 Se R = (), nessun elemento di A & in relazione con elementi di B
(relazione vuota), se R = A x B tutti gli elementi di A sono in relazione
con tutti gli elementi di B (relazione totale);

4 Se A =B, Iy = {(a,a)|Va € A} definisce la relazione identica (ogni
elemento € in relazione con se stesso e solo con se stesso);

5 Data una relazione R C A X B, si definisce la relazione trasposta
R' CBxA,R ={(b,a) | (a,b) € R};
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Relazioni tra insiemi

Altri ESEMPI:

El A = B = { rette del piano}, R = {(a,b)|a L b}; relazione di
perpendicolarita; R’ = R,

E2 A = B = { rette del piano}, R = {(a, b)|a || b}; relazione di
parallelismo; R’ =R,

E3 A = B = un insieme di persone, R = {(a, b)|a & genitore di b}; aR'b
se a ¢ figlio di b.

E4 A = B = un insieme di persone, R = {(a, b)|a & fratello o sorella di b}
(da parte di almeno un genitore); R’ =R;

E5 A = B = un insieme di persone, R = {(a, b)|a ha almeno un genitore in
comune con b}; R' =R,

(a,b), (b, a), (a; )}

E6 A =B =/{a,b,c},R = {(a,a),
a)};

R' = {(a,a), (b, a), (a,b), (c,
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Relazioni tra insiemi

PROPRIETA DELLE RELAZIONI

Una relazione R definita su un insieme X ¢:
o riflessiva se (x,x) € R, Vx € X, equivalentemente se Iy C R.

Esempi:
e in un insieme di persone: essere alto come,

e in N\ 0: nRm < n & divisibile per m.
e simmetricase (x,y) € R = (y,x) € R, equivalentemente se
R=R.

Esempi:
e in un insieme di persone: essere alto come,

e in N: nRm < nm = 50.
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Relazioni tra insiemi

o antisimmetrica se (x,y) € Re (y,x) €ER = x=y,
equivalentemente se RN R' C Iy.

Esempi:
o inN: nRm < n < m.

o in N\ 0: nRm < n ¢ divisibile per m.

e rransitiva se (x,y) € Re (y,z) € R = (x,2).

Esempi:
e in un insieme di persone: abitare nella stessa via,

o inN: nRm < n > m.
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Relazioni tra insiemi

ESERCIZIO
SiaX ={a,b,c}eR, CX xX

° Ry = {(a,a),(a,b),(b,a), (a,c)} . . .
non riflessiva, non simmetrica, non transitiva, non antisimmetrica

e R, ={(a,a), (b,b),(c,c),(a,b),(b,a),(a,c)}

riflessiva, non simmetrica, non transitiva, non antisimmetrica

° Ry ={(a,a),(b,b)} . . ,
non riflessiva, simmetrica, transitiva, antisimmetrica

ESERCIZIO - Stabilire quali tra le proprieta riflessiva, simmetrica,
antisimmetrica e transitiva sono soddisfatte degli esempi
E1,E2,E3, E4, ES, E6 visti prima.

ESERCIZIO - Come I’esercizio precedente nel caso della relazione "avere
peso maggiore o uguale" in un insieme di persone.
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Matrici d’incidenza
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Matrici d’incidenza

Nel caso di insiemi finiti, ¢’¢ un metodo grafico per visualizzare le relazioni e
le loro proprieta.

Sia X = {x1,x2,...,x,} un insieme finito di cardinalita n.

Una relazione R C X x X si pu0 rappresentare con una tabella a doppia
entrata, detta matrice d’incidenza,

r® ri2 ... Tip
mny rmy ... Iy

MR - : : : : = [rij]i,j:L...,n
Fnl Tn2 ... Tnn

in cui I’elemento r;; di riga i e colonna j ¢ cosi definito:

@ rj = 1 se (xi.xj) €R
o rj=0se (x.x;) ¢R
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Matrici d’incidenza

Esempio 1: X = {a,b,c},R; = {(a,a),(a,b), (b,a),(a,c)}

alb|c
a|T[T]1
Me =5 11700
c|0]O]O
Esempio 2: X = {a,b,c,d}
alb|c|d
a|T[T1T]O0]1
Mg, = B 10100
c|O0O[O[|1]0
d[{T]0]O0]T1
Allora Ry = {(a,a), (a,b), (a,d), (b,b),(c,c),(d,a),(d,d)}
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Matrici d’incidenza

Le matrici di incidenza consentono di visualizzare le proprieta della relazione
che rappresentano. Infatti:

e R=0<r;=0Vij=1...n

e R=XxX&r=1Vij=1...n

Rzlxﬁriizl,Vl’:1...1’!61’[1':0,\71'75]'.

Reériflessivas r; =1,Vi=1...n.

@ R ¢ simmetrica < rij = rj;,Vi,j=1...n

R ¢ antisimmetrica < rij; = 0, Vi # j.
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Matrici d’incidenza

Esempio: X = {a,b}

al|b
MR= a 1 1
b|O0]1

R e riflessiva, non € simmetrica, & antisimmetrica.

Esempio: X = {a,b, c}

alb]c
al10]1
Mr=—TFTTT0T0
c|TJ]OTT

R non e riflessiva, non € simmetrica, non € antisimmetrica.
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Relazioni di equivalenza
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Relazioni di equivalenza

Sia A un insieme e R una relazione in A. Si dice che R & una relazione di
equivalenza se verifica

i) Proprieta riflessiva (aRa, Va € A);
ii) Proprieta simmetrica (aRb < bRa);
iii) Proprieta transitiva (aRb, bRc = aRc).

Esempi:

1 A = {punti del piano},
"avere la stessa ordinata" ¢ una relazione di equivalenza in A;

2 A = {rette del piano},

R = {(r,s)|r e s sono parallele o coincidenti } & una relazione di
equivalenza in A;

3 A=N,R = {(x,y)|x = 2y} non & una relazione di equivalenza in A
perché non ¢ riflessiva.
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Relazioni di equivalenza

Se R ¢ una relazione di equivalenza in A, I’insieme di tutti e soli gli elementi
che sono in relazione cona € A,

[alg = {b € A | bRa},

si dice classe di equivalenza individuata da a (talora scriveremo [a] in luogo

di [Cl] R)'
Negli esempi [1] e [2] precedenti, le classi di equivalenza sono rispettivamente:
@ [a] = insieme di tutti i punti che hanno la stessa ordinata di a.

@ [a] = insieme di tutte tutte le rette che sono parallele ad a (fascio).

Per le relazioni di equivalenza spesso si usano simboli come ~, =~, =.
al posto di R. Per cui, ad esempio, si scrive a ~ b per dire che a & in relazione
con b e si scrive a ~ b per dire che a non ¢ in relazione con b.
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Relazioni di equivalenza

Le classi di equivalenza individuano una partizione di A (ogni elemento di A
appartiene a una e una sola classe di equivalenza; le classi di equivalenza sono
sottoinsiemi a due a due disgiunti la cui unione ¢ A).

Questa proprieta deriva dal seguente:

TEOREMA - Sia R una relazione di equivalenza su un insieme X e a,b € X.
Valgono:

@ 1)ac€ [alg;
@ 2) aRb < [alg = [D|g;

@ 3) se a non & in relazione con b = [a|g N [b]g = 0.
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Relazioni di equivalenza

Dimostrazione:

@ 1) a € [a]: segue dalla proprieta riflessiva, aRa.

@ 2)aRb < [a] = [b]:  dobbiamo mostrare che [a] C [b] e che [b] C [a].
Iniziamo da [a] C [b].
Sia x € [a], ossia xRa, ma & anche aRb e quindi, per la proprieta
transitiva, xRb ossia x € [b].
Analogamente si mostra che [b] C [a].

@ 3) se a non & in relazione con b = [a] N [b] = (: per assurdo
supponiamo che esista x € [a] N [b], allora xRa ovvero aRx e xRb da cui
aRb contro I’ipotesi.
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00000 @ =wirideumm |
Insieme quoziente

L’insieme delle classi di equivalenza

Ajp=A{ldr|acA}

viene detto insieme quoziente di A modulo R.

Ad esempio, nell’insieme A delle bottiglie di vino, con la relazione (di
equivalenza) aRb se e solo se a e b sono dello stesso anno di produzione,
I’insieme queziente ¢ costituito dalle annate.

Ad esempio, nel caso delle rette del piano con la relazione di parallelismo
(con la convezione a || a che la rende relazione di equivalenza) I’insieme
queziente ¢ costituito dalle direzioni.
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Relazioni di equivalenza

Ad esempio, in A = Z x (Z ~. {0}) con la relazione (di equivalenza)
(h,k) ~ (m,n) se e solo se hn = km

le classi di equivalenza sono i numeri razionali. L’insieme quoziente ¢
I’insieme QQ dei numeri razionali: % =[(p,9)]

3=13,5)] =(21,35)] = 4.

OSSERVAZIONE - Le tre proprieta i), ii), iii) della relazione di equivalenza
sono indipendenti.

Cioe esistono esempi di relazioni che soddisfano i) + ii), ma non iii),
ovvero i) + iii), ma non ii),

o ancora ii) + iii), ma non i). (Verificarlo)
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Relazioni di equivalenza

Nell’esempio visto all’inizio

introducendo tra i poligoni della figura la relazione di equivalenza "avere lo
stesso numero di lati" si suddividono i poligoni in classi di equivalenza.
L’insieme quoziente & costituito da quattro elementi.
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Relazioni di equivalenza

Anzitutto quindi le relazioni di equivalenza permettono di classificare gli
elementi di un insieme.

Inoltre il passaggio da un insieme A all’insieme quoziente A /g rappresenta il
processo di astrazione che identifica due elementi di A quando sono in
relazione secondo R. Per esempio, spesso i nomi comuni astratti
rappresentano classi di equivalenza (i francesi, i tedeschi,. .. dove I’insieme A
¢ 'umanita e la relazione di equivalenza corrisponde a vivere nella stessa
nazione).
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La relazione di congruenza modulo n
index

© La relazione di congruenza modulo 7
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La relazione di congruenza modulo n

Sia A = Z I’insieme dei numeri interi relativi e # > 0 un intero positivo.
Si dice che a, b € Z sono congrui modulo n, e si scrive

a ~ b (mod n)
se a — b ¢ multiplo di n, cio¢ se esiste un i € Z tale che a — b = hn.

Ad esempio
@ —2 ~ 14 (mod 4) perché —2—-14=—-16=—4-4

@ 10 ~ 100 (mod 9) perché 10 — 100 = —90 =9 - (—10).

@ —1 ~1(mod?2) perché —1-1=-2=2-(-1).
@ —1 10 (mod7) perché —1 —10 = —11 che non ¢ divisibile
per 7.
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La relazione di congruenza modulo n

La congruenza modulo 12 ¢ la legge dell’orologio, infatti @ ~ b (mod 12) se a
e b rappresentano la stessa ora sul quadrante dell’orologio.

PROPOSIZIONE: La congruenza modulo n ¢ una relazione di equivalenza in
Z.

Dimostrazione:

@ Proprieta riflessiva: a ~ a (mod n) Va € Z. Infattia —a =0=10-n.
@ Proprieta simmetrica: se a ~ b (mod n) = 3h € Z tale che
a—b="h-n Allorab—a= (—h)-nequindi b ~ a (mod n).
@ Proprieta transitiva:
sea~ b (modn)eb~ c(modn)=
dhy € Ztalechea—b=hy-n

e
dh, € Ztaleche b —c = hy - n.
Alloraa — ¢ = (h; + hy) - ne quindi a ~ ¢ (mod n).
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L’ insieme delle classi di resto Z,,.

L’insieme quoziente di Z modulo la relazione di congruenza modulo n viene
detto insieme delle classi di resto modulo n e denotato con Z,,.

Ad esempio
Z» ha due elementi:
0]~ =1...,—4,-2,0,2,4,...} = {pari},

M.={...,-3,—-1,1,3,5,... } = {dispari}.

Ad esempio, in Zy, [4]. = [-12]~ = [0]~.
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La relazione di congruenza modulo n

73 ha tre elementi:

0]~ = Bl~ = [6]~ - =[=3]~...,
=M~ =T~
2]~ = 5]~ = [8]~
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La relazione di congruenza modulo n

In generale Z, ha n elementi:

0~ = foxlx = h -},

1o = {alx— 1= h-n},

m—1].={xlx—n+1=h-n}.
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La relazione di congruenza modulo n

PROPOSIZIONE - Le operazioni +, - in Z sono compatibili con la relazione
di congruenza modulo 7, ovvero,

sea~b(modn) e d ~b' (modn)

allora

a+d ~b+b (modn)e

a-d ~b-b (modn).

Ad esempio, nel caso n = 5, si ha:

8 ~3(mod5) (infatti8—-3=5-1) e 6~ 1(mod5) (infatti
6-1=5-1).

Allora

8 +6~3+1 (mod5) (infatti 14 ~ 4 (mod5)) e 8-6~3-1(mod5)
(infatti 48 ~ 3 (mod 5)).

Questo permette di considerare anche la somma e il prodotto di classi. Ad
esempio, nel caso n = 3, si ha
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Relazioni d’ordine

Sia X un insieme e R una relazione in X. Si dice che R € una relazione
d’ordine se verifica

i) Proprieta riflessiva (aRa, Va € X);
ii) Proprieta antisimmetrica (se aRb e bRa = a = b);
iii) Proprieta transitiva (aRb, bRc = aRc).

Nel caso delle relazioni d’ordine, aRb si indica anche con a < b oppure con
a=bhb..

Un insieme X dotato di una relazione d’ordine < viene detto parzialmente
ordinato.
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Relazioni d’ordine

Due elementi a, b € X si dicono confrontabili se vale a < b oppure b < a.

X si dice totalmente ordinato se due qualsiasi suoi elementi sono
confrontabili. In tal caso si dice anche che la relazione d’ordine € rotale.

ESEMPI
1 InX ={a,b,c,d,e},
R ={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d), (e, e),(a,c),(b,c),(d,e)} & una
relazione d’ordine. Non ¢ totale perché per esempio a € e non sono
confrontabili.

2 In N la usuale relazione d’ordine < tra gli interi ¢ una relazione d’ordine
(totale);

3 In N~ 0 larelazione aRb se a & un divisore di b & una relazione d’ordine
(non totale);
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Diagrammi di Hasse

Nel caso di insiemi finiti, c’¢ un metodo grafico particolarmente efficace per
visualizzare le relazioni d’ordine.

Sia X un insieme finito di cardinalita »n, dotato di un relazione d’ordine <.

Si pud costruire un diagramma (grafo) di nodi (punti) e spigoli (segmenti),
detto diagramma di Hasse della relazione, in questo modo:

@ ogni elemento a € X si rappresenta con un nodo;

@ sea,b e X,a<b(a+#b),il nodo corrispondente ad a sta sotto al nodo
corrispondente a b.

@ sea,b € X,a < b (a+#b)enon esiste alcun elemento ¢ # a, b tale che
a < ¢ < b, si congiungono i nodi corrispondenti ad a e b con uno
spigolo.
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Diagrammi di Hasse

Il diagramma di Hasse della relazione
a=<xb <& adivideb
inX={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}.

Cristina Turrini (UNIMI - 2018/2019) Elementi di Algebra e di Matematica Discreta 50/63



Diagrammi di Hasse

L’ albero genealogico ¢ il diagramma di Hasse della relazione di discendenza,
in cui a ¢ in relazione con b se e solo se a = b oppure a ¢ figli(o/a) di un
figli(o/a) ...di un figli(o/a) di b.

Maria Giorgio Sandra Luciano
Valeria Marta Antonio
Franco Sergio
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Diagrammi di Hasse

Se A & un insieme finito e X = P(A) & I'insieme delle parti di A, allora la
relazione di inclusione C ¢ una relazione d’ordine in P(A).

In figura & rappresentato il diagramma di Hasse di (P(A), C) nel caso
A ={a,b,c}.

{a,b,c

<~

{a} {c}

{b,c}
{a,b}
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Massimo, minimo, Sup, Inf

Sia (X, <) un insieme parzialmente ordinato.

Un elemento a € X si dice massimo di X se Vx € X sihax < a.
Un elemento b € X si dice minimo di X se Vx € X sihab < x.
Sia Y C X. Anche Y risulta parzialmente ordinato da <.

Un elemento s € X si dice estremo superiore di Y, e si scrive s = Sup(Y), se

o Vye Ysihay <y
@ sex € Xetalechey < x,Vy € Y, allora anche s < x.

Un elemento ¢ € X si dice estremo inferiore di Y, e si scrive t = Inf(Y), se

o VyeYsihar<y;
@ sex € Xetaleche x < y,Vy € Y, allora anche x < t.

Cristina Turrini (UNIMI - 2018/2019) Elementi di Algebra e di Matematica Discreta 53/63



Diagrammi di Hasse

Ad esempio, nell’insieme parzialmente ordinato (P(A), C) con A = {a, b, c},
esistono sia massimo che minimo e sono rispettivamente {a, b, c} e (.
Inoltre, preso Y = {{a}, {b}}, siha Sup(Y) = {a,b} e Inf(Y) = 0.

{b,c}

{e}
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Diagrammi di Hasse

ESERCIZIO - Data larelazionea <b < adivide b in

X =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12}, siano Y = {6,9, 12},
Z=1{2,6,8,10,12} e W = {2,3,4}.

Determinare, se esistono, il massimo e il minimo di X, di Y, diZedi W.
gli estremi superiori ed inferioridi Y, Z e W.
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Applicazioni

Una relazione R tra due insiemi (non vuoti) A e B ¢ detta applicazione, o
funzione, se Va € A esiste uno e un solo b € B tale che aRb.

Di solito, se R & una relazione tra A e B, si scrive

R:A— B,

e se aRb, si scrive b = R(a).
A e B vengono detti rispettivamente dominio e codominio di R.
Dato a, I’elemento R(a) viene detto immagine di a tramite R.

Linsieme R(A) ={b€B | b=R(a), Tac A} viene detto immagine di
R.

Dato b € B, un qualsiasi a € A tale che R(a) = b viene detto preimmagine o
controimmagine di b.

L’insieme (che puo anche essere vuoto) delle preimmagini di b viene denotato
con R~!(b),ossia R '(b)={acA | R(a)=Db}.
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Applicazioni

ESEMPI - SiaA =B =Z.

La relazione @, definita da a®b se e solo se a ¢ il doppio di b, non ¢ una
applicazione perché 3 non ¢ associato ad alcun b.

La relazione ¥ definita da a¥b se e solo se ¢ = b%, non & una applicazione
perché 9 ¢ in relazione sia con 3 che con —3.

La relazione O definita da a©®b se e solo se a & la meta di b, € una
applicazione, perché ogni intero a ¢ la meta di uno e un solo altro intero (2a).

ESEMPI - Per le relazioni F,G,H C A X A ove A = {a, b, c} rappresentate
dalle seguenti matrici di incidenza, F non ¢ un’applicazione, perché a non ha
immagine, G non ¢ un’applicazione perché b ha due immagini diverse, H ¢
un’applicazione.

alb|c alb]|c alb|c
al0]0]0 al0[T]O0 al0]T1]0
Mr==w117070] Mo=T%7T1(170| Me=TH[T1T[0[0
cl|O0]O]1 c|O]TIT]O c|O]T1IT0O
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Applicazioni

Un’applicazione F : A — B si dice

o iniettivase F(a) = F(b) = a=0>b, ossiase ogni elemento di B
ammette al pill una preimmagine;

@ suriettivase Vb € B,3a € Ataleche F(a) =B, ossiase F(A) =B,
ossia se ogni elemento di B ammette almeno una controimmagine;

@ biettiva o biunivoca se € sia iniettiva che suriettiva.

ESEMPI
L applicazione F : Z — Z definita da F(x) = 3x ¢ iniettiva e non suriettiva.
L applicazione F : QQ — Q definita da F(x) = 3x & biunivoca.

L’applicazione F : Z — N definita da F(x) = |x| (ove |x| denota il valore
assoluto) ¢ suriettiva e non iniettiva.

L applicazione F : 7 — Z definita da F(x) = |x| non & suriettiva e nemmeno
iniettiva.
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Applicazioni

ESEMPI - Siano A,T' C A x A, ove A = {a, b, ¢}, le applicazioni
rappresentate dalle seguenti matrici di incidenza.

alb]c alb|c
all[0]O0 al0[TITO
Ma=—F117070| Mr="%7TT700
cl|O0]O]1 c|O0]O0]1

L applicazione A non ¢ iniettiva perché A(a) = A(b) = a e non ¢& suriettiva
perché A=1(b) = ().

Lapplicazione I' ¢ biunivoca.
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Applicazioni

Date due applicazioni F:A —B e G:B— C, sipu0 definire
un’applicazione GoF:A — C, che viene detta composizione di F con
G, cosi:

(GoF)(a) =G(F(a)), VacA.

La composizione di applicazioni € associativa (ossia se
F:A—-B, G:B—CeH:C—D,sihaHo(GoF)=(HoG)oF.

In generale, se si pud considerare la composizione di /' con G, non ¢ detto che
si possa anche considerare la composizione di G con F.

Nel caso di applicazioni F,G : A — A sono possibili sia la composizione
F o G che la composizione G o F. Tuttavia queste composizioni sono in
generale applicazioni diverse, ossia la composizione di applicazioni non ¢
commutativa.

Ad esempio, date le applicazioni F, G : Z — Z definite rispettivamente da
F(x) =3xedaG(x) = x+ 1,risulta (Go F)(2) = G(6) = 7, mentre
(FoG)(2)=F(3)=09.
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Applicazioni

Dato un insieme A, I’applicazione id4 : A — A definita da
idy(a) = a Va € A viene detta applicazione identica o identita.

Sia F:B — C un’applicazione e si considerino le applicazioni identiche
idg:B—C e idc:C—C.Risulta Foidg=F e idcoF=F.

Date due applicazioni ®:A —+B e WV:B—+A, seaccadechesia
U o & = jdy sidice che ® ¢ inversa destra di W (e che U & inversa sinistra di
D).

Sesihasia WYo®=idy che ®oW =idg, sidiceche ®e ¥ sono
una inversa dell’altra.
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Applicazioni

Le applicazioni iniettive ammettono inversa sinistra, le applicazioni suriettive
ammettono inversa destra. Le applicazioni biunivoche ammettono inversa.

ESEMPI - L’applicazione F : Z — Z definita da F(x) = 3x ammette
un’inversa sinistra. Ad esempio come inversa sinistra si puo considerare

G : Z — Z definita da G(x) = 1x, se x & multiplo per 3 e G(x) = 0 se x non &
multiplo di 3.

L’applicazione F : Z — N definita da F(x) = |x| ammette un’inversa destra.
Ad esempio, come inversa destra si puo considerare G : N — Z definita da
Gx)=x VxeNl.

L’applicazione F : Z — Z definita da F(x) = x + 1 ammette inversa (ossia sia
inversa destra che inversa sinistra) e tale inversa ¢ definita da G(x) = x — 1.
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