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Divisibilità

Tanto nell’insieme N, quanto nell’ insieme Z, sono definite le due usuali
operazioni di somma e prodotto (sono operazioni interne).

+ : N× N→ N, · : N× N→ N
ad esempio + : (3, 6) 7→ 3 + 6 = 9, ·(4, 3) 7→ 4 · 3 = 12,

+ : Z× Z→ Z, · : Z× Z→ Z,
ad esempio
+ : (−3, 7) 7→ −3 + 7 = 4, ·(4,−13) 7→ 4 · (−13) = −52.

In Z si può anche considerare l’operazione differenza

− : Z× Z→ Z,
− : (a, b) 7→ a + (−b), − : (−1,−4) 7→ −1 + (4) = 3.

(l’operazione di differenza non è invece interna in N: ad esempio 2− 7 /∈ N).

La quarta usuale operazione tra numeri, ossia la divisione, invece non è
interna né in N, e né in Z: ad esempio 2 : 7 /∈ Z.
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Divisibilità

Siano a, b ∈ Z con b 6= 0. Se esiste un intero q ∈ Z tale che a = b · q allora si
dice che

a è divisibile per b,
a è multiplo di b,
b divide (o è un divisore di ) a,
b è un fattore di a.

e si scrive b|a, diversamente si scrive b - a.

Ad esempio 6|(−12) (q = −2), mentre 7 - (−12).

OSSERVAZIONE - L’ipotesi b 6= 0 è dovuta al fatto che 0 · q = 0, ∀q per cui
non ha senso prendere 0 come divisore.

OSSERVAZIONE - Il problema della divisibilità si pone tra numeri interi, ma
non tra numeri razionali (o reali) infatti il numero razionale a = r

s è sempre
divisibile per il numero razionale b = t

u 6= 0 : per avere a = b · q basta
prendere q = a·u

b·t .
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Divisibilità

OSSERVAZIONE - b|a⇔ b|(−a)⇔ (−b)|a⇔ (−b)|(−a).

Ad esempio, poiché 5|15 ( 15 = 5 · 3), si ha anche 5|(−15)
((−15) = 5 · (−3)).

TEOREMA (Algoritmo della divisione) - Siano a, b ∈ Z con b 6= 0. Allora
esistono e sono unici q, r ∈ Z tali che

1) a = b · q + r;

2) 0 ≤ r < |b|.

q ed r vengono detti rispettivamente quoziente e resto della divisione di a per
b.
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Divisibilità

Nel caso a, b > 0, si tratta della usuale nozione di divisione con resto. Ad
esempio, sin dalla scuole elementari, si dice che ”311 diviso 23 fa 13 con il
resto di 12”.

Per ottenere il quoziente (q = 13) della divisione di a = 311 per b = 23, si
sottrae ripetutamente 23 da 311 fino a quando il risultato della sottrazione
risulta minore di 23:

311− 23 = 288, 311− 2 · 23 = 265, 311− 3 · 23 = 242, . . .

. . . 311− 12 · 23 = 35, 311− 13 · 23 = 12.
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Divisibilità

Dimostrazione del teorema

Unicità - Supponiamo che sia
a = b · q + r con 0 ≤ r < |b|

ed anche
a = b · q̃ + r̃ con 0 ≤ r̃ < |b|.

Sottraendo membro a membro le due uguaglianze precedenti si ottiene

0 = b · (q− q̃) + (r − r̃), per cui

|r − r̃| = |b| · |q− q̃|. (∗)

Ma, per le condizioni sui resti, si ha |r− r̃| < |b|, per cui risulta |q− q̃| < 1.

q e q̃ sono numeri interi, per cui necessariamente si ha q = q̃, e quindi (per la
(*)) anche r = r̃.
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Divisibilità

Esistenza (solo nel caso a ≥ 0, b > 0) - Si dimostra per induzione su a, fissato
b.

Passo iniziale: a = 0 - a = 0 = b · 0 + 0, cioè q = r = 0.

se a > 0, ma a < b, allora a = b · 0 + a, cioè q = 0, r = a.

se a ≥ b allora a− b ≥ 0 e a− b < a, per cui si può applicare l’ipotesi di
induzione, quindi esistono q̄, r̄ con 0 ≤ r̄ < |b| tali che a− b = b · q̄ + r̄,
ossia a = b · (q̄ + 1) + r̄. Quindi basta prendere q = q̄ + 1, r = r̄.

Per il Principio di induzione il teorema vale ∀a ≥ 0.

Gli altri casi per a, b si dimostrano a partire da quello visto sopra, con piccoli
artifici, come si vede negli esempi che seguono.
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Divisibilità

Esempi:

a = 31, b = 5, (q = 6, r = 1);

a = 31, b = −5, (q = −6, r = 1), infatti
31 = 5 · 6 + 1 = (−5) · (−6) + 1;

a = −31, b = 5, (q = −7, r = 4), infatti
−31 = −(5 · 6 + 1) = 5 · (−6)− 1, ma il resto deve essere positivo,
per cui −31 = 5 · (−7) + 4;

a = −31, b = −5, (q = 7, r = 4), infatti, per il caso
precedente,−31 = 5 · (−7) + 4 = (−5) · 7 + 4.

OSSERVAZIONE - b divide a ⇔ il resto della divisione di a per b è zero.

OSSERVAZIONE - Si ha a|b e b|a se e solo se a = ±b.
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Massimo comun divisore

Siano a, b ∈ Z \ {0}. Si dice massimo comun divisore di a e b un numero
intero d tale che

1) d|a, d|b;

2) se t ∈ Z \ {0} è tale che t|a e t|b, allora t|d.

Se d è un massimo comun divisore di a e b, si scrive d = MCD(a, b).

OSSERVAZIONE - Se d = MCD(a, b) allora anche −d = MCD(a, b) (e
−d è l’unico altro MCD di a e b).

OSSERVAZIONE - Se d = MCD(a, b) allora anche
d = MCD(±a,±b) = MCD(±b,±a).
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Massimo comun divisore

TEOREMA (Algoritmo euclideo delle divisioni successive) - Per ogni coppia
di interi non nulli a, b, esiste un massimo comun divisore d. Esistono inoltre
due interi x, y tali che

d = a · x + b · y
(si dice che d è scritto come combinazione lineare di a e b).

Il massimo comun divisore può essere ottenuto con il metodo delle divisioni
successive, illustrato qui sotto, in un esempio.

Cerchiamo il massimo comun divisore tra 420 e 3724.

Dividiamo il maggiore per il minore:

3724 = 420 · 8 + 364; (364 è il primo resto e non è nullo)
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Massimo comun divisore

Dividiamo il divisore per il primo resto

420 = 364 · 1 + 56; (56 è il secondo resto e non è nullo).

Dividiamo il primo resto per il secondo resto

364 = 56 · 6 + 28; (28 è il terzo resto e non è nullo).

Dividiamo il secondo resto per il terzo

56 = 2 · 28 + 0.

Il resto è nullo e l’algoritmo si ferma: l’ultimo resto non nullo, ossia 28, è un
MCD.
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Massimo comun divisore

Vediamo un altro esempio: MCD(539, 455)

dividendo = divisore · quoziente + resto
539 = 455 · 1 + 84
455 = 84 · 5 + 35
84 = 35 · 2 + 14
35 = 14 · 2 + 7
14 = 7 · 2 + 0

Un massimo comun divisore tra 539 e 455 è 7 (ultimo resto non nullo).
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Massimo comun divisore

Il metodo delle divisioni successive serve anche a trovare gli interi x ed y
tramite i quali d si scrive come combinazione lineare di a e b.

Vediamolo nell’esempio 28 = MCD(420,3724).

Dalla prima divisione (3724 = 420 · 8 + 364), ricaviamo il primo resto (come
combinazione lineare di 3724 e 420):

364 = 3724− 420 · 8

e lo sostituiamo nella seconda (420 = 364 · 1 + 56), ottenendo:

420 = (3724− 420 · 8) · 1 + 56

Così anche il secondo resto (56) può essere espresso come combinazione
lineare di 3724 e 420:

56 = −3724 + 420 · 9

Cristina Turrini (UNIMI - 2018/2019) Elementi di Algebra e di Matematica Discreta 15 / 33



Massimo comun divisore

e così via, fino all’ultimo resto non nullo (in questo caso è il terzo: 28):

28 = 364−56·6 = (3724−420·8)−(−3724+420·9)·6 = 3724·7−420·62.

Due numeri interi a, b ∈ Z \ {0} si dicono coprimi o primi fra loro o
relativamente primi se MCD(a, b) = 1.

Per quanto visto, a e b sono primi fra loro se e solo se esistono due interi x, y
tali che sia

a · x + b · y = 1.
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Massimo comun divisore

Siano a, b ∈ Z \ {0}. Si dice minimo comune multiplo di a e b un numero
intero m tale che

1) a|m, b|m;

2) se t ∈ Z \ {0} è tale che a|t e b|t, allora m|t.

In tal caso si scrive anche m = mcm(a, b).

OSSERVAZIONE. Se m è un minimo comune multiplo di a e b, −m è l’unico
altro minimo comune multiplo di a e b.

OSSERVAZIONE. Se d è un massimo comun divisore tra a e b, allora m = ab
d

è un minimo comune multiplo tra a e b.
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Numeri primi e teorema fondamentale dell’Aritmetica

Un numero p ∈ Z, con p 6= 0,+1,−1, si dice primo se ogni volta che p divide
il prodotto a · b di due interi a e b esso divide almeno uno dei due fattori.

Ossia: p|(a · b) ⇒ o p|a o p|b.

Equivalentemente: p|(a · b) e p - a ⇒ p|b.

10 non è primo perché, ad esempio, 10|(15 · 4) eppure 10 - 15 e 10 - 4.

Un numero p ∈ Z, con p 6= 0,+1,−1, si dice irriducibile se è divisibile solo
per ±1 e ±p.

10 non è irriducibile perché, ad esempio, 2|10.
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Numeri primi e teorema fondamentale dell’Aritmetica

Si dimostra che i concetti di "essere primo" e "essere irriducibile" sono
equivalenti.

Se p è irriducibile allora è primo.

Infatti supponiamo che p divida a · b e non divida a. Allora
MCD(p, a) = 1 ⇒ esistono x, y tali che 1 = x · p + y · a, ⇒
b = x · p · b + y · a · b. Quindi, poiché p divide a · b, potremo scrivere
a · b = k · p e quindi b = x · p · b + y · k · p. Ne segue che p divide b.

Se p è primo allora p è irriducibile.

Se δ è un divisore di p, allora esiste q tale che p = δ · q ⇒ p divide
il prodotto δ · q e pertanto o divide δ (e in tal caso δ = ±p) o divide q
(e in tal caso q = ±p e δ = ±1). Ne segue che p è irriducibile.
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Numeri primi e teorema fondamentale dell’Aritmetica

TEOREMA (fondamentale dell’Aritmetica o di fattorizzazione essenzialmente
unica) - Ogni n ∈ Z \ {0,+1,−1} può essere scritto come prodotto di s ≥ 1
numeri primi (non necessariamente distinti) p1, . . . , ps, ossia risulta

n = ∓p1 · p2 · · · ps.

Questa fattorizzazione è essenzialmente unica, nel senso che, se q1, . . . , qr
sono numeri primi tali che n = q1 · q2 · · · qr, allora si ha r = s e, pur di
riordinare i fattori, risulta p1 = ±q1, p2 = ±q2, . . . , ps = ±qs.

Ad esempio

−24 = 2 · 2 · 2 · (−3) = (−2) · 2 · 2 · 3
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Numeri primi e teorema fondamentale dell’Aritmetica

Supponiamo ora che n > 1 (in tal caso possiamo assumere che tutti i pj della
fattorizzazione siano positivi).

Raccogliendo i fattori uguali nella fattorizzazione di si arriva a scrivere n
come prodotto di potenze di numeri primi distinti, ossia

n = pα1
1 · · · p

αt
t ,

con pi 6= pj se i 6= j.

L’esponente αi viene detto molteplicità del fattore pi nella scomposizione di n.

Ad esempio 24 = 23 · (3)1. Il fattore 2 compare con molteplicità 3 nella
fattorizzazione di 24.
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Numeri primi e teorema fondamentale dell’Aritmetica

OSSERVAZIONE - Dall’espressione di un numero n > 1 come prodotto di
potenze di primi distinti n = pα1

1 · · · p
αt
t , possiamo calcolare quanti sono i

divisori positivi di n (compresi 1 ed n). Essi sono
(α1 + 1) · (α2 + 1) · · · (αt + 1).

Infatti un divisore δ di n è necessariamente della forma δ = pβ1
1 · · · p

βt
t , con

0 ≤ βi ≤ αi.

Ad esempio, i
divisori di
126 = 2 · 32 · 7
sono 2 · 3 · 2 = 12,
ossia sono:
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Numeri primi e teorema fondamentale dell’Aritmetica

TEOREMA - L’insieme dei numeri primi non è finito, ossia esistono infiniti
numeri primi distinti tra loro.

Dimostrazione - Per assurdo l’insieme P dei numeri primi (positivi) sia finito:
P = {p1, p2, . . . , pn}. Il numero k = p1 · p2 · · · pn + 1 non è divisibile per
alcun pi, i = 1, . . . , n, però non è primo, perchè k > pi, ∀i = 1, . . . n.
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Numerazione in base n

Come conseguenza dell’algoritmo delle divisione si ha la possibilità di
rappresentare i numeri interi positivi in una base intera n > 1.

TEOREMA. Sia n ∈ Z, con n > 1. Ogni intero a ≥ 0 può essere scritto in
uno ed un sol modo nella forma

a = rh · nh + rh−1 · nh−1 + · · ·+ r1 · n1 + r0 · n0,

con 0 ≤ ri < n, i = 0, 1, . . . , h, h > 0, rh 6= 0.

Ad esempio, nel caso n = 10, si ha

8043 = 8 · 103 + 0 · 102 + 4 · 101 + 3 · 100.

Cristina Turrini (UNIMI - 2018/2019) Elementi di Algebra e di Matematica Discreta 26 / 33



Numerazione in base n

Dimostrazione (dell’esistenza della scrittura) - Per induzione su a ≥ 0.

Passo iniziale: per a = 0, si ha a = 0 · n0.

Supposto vero l’asserto per ogni k con 0 < k < a, mostriamolo vero per
a.

Dividiamo a per n ottenendo a = n · q + r, 0 ≤ r < n.

Essendo q < a, per ipotesi d’ induzione, possiamo scrivere
q = st · nt + st−1 · nt−1 + · · ·+ s1 · n1 + s0 · n0, 0 ≤ si < n.

Sostituendo si ottiene allora
a = n · q + r = n · (st · nt + st−1 · nt−1 + · · ·+ s1 · n1 + s0) + r =
st · nt+1 + · · ·+ s1 · n2 + s0 · n1 + r · n0

Per il Principio d’ induzione il teorema è vero per ogni a ≥ 0.
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Numerazione in base n

Come suggerito dalla dimostrazione del teorema, per ottenere la
rappresentazione in base n si procede per divisoni successive.

Ad esempio per ottenere 8043 = 8 · 103 + 0 · 102 + 4 · 101 + 3 · 100, si inizia
a dividere 8043 per 10:
8043 = 10 · 804 + 3, il resto, cioè 3, è la cifra in posizione 100.

Poi si divide il quoziente ottenuto (804) per 10:
804 = 10 · 80 + 4, il resto, cioè 4, è la cifra in posizione 101.

Poi si divide il quoziente ottenuto (80) per 10:
80 = 10 · 8 + 0, il resto, cioè 0, è la cifra in posizione 102.

Infine si divide il quoziente ottenuto (8) per 10:
8 = 10 · 0 + 8, il resto, cioè 8, è la cifra in posizione 103.
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Numerazione in base n

Vediamo un altro esempio. Cerchiamo la rappresentazione in base 3 di 127.

127 = 3 · 42 + 1
42 = 3 · 14 + 0
14 = 3 · 4 + 2
4 = 3 · 1 + 1
1 = 3 · 0 + 1

Si ha quindi (leggendo i resti dal basso verso l’alto):

127 = 1 · 34 + 1 · 33 + 2 · 32 + 0 · 31 + 1 · 30.
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Numerazione in base n

Se
a = rh · nh + rh−1 · nh−1 + · · ·+ r1 · n1 + r0 · n0,

con 0 ≤ ri < n, i = 0, 1, . . . , h, h > 0, rh 6= 0, si scrive anche

a = (rhrh−1 · · · r1r0)n

e tale scrittura viene anche detta rappresentazione del numero a in base n.

L’usuale scrittura dei numeri è in base 10 (quando sono possibili confusioni,
scriveremo allora, ad esempio, (8043)10 al posto di 8043).

Abbiamo visto che

127 = 1 · 34 + 1 · 33 + 2 · 32 + 0 · 31 + 1 · 30.

Si ha quindi (127)10 = (11201)3.
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Numerazione in base n

OSSERVAZIONE - I numeri rh, rh−1, · · · , r1, r0 della rappresentazione di un
numero in base n sono resti di divisioni per n, quindi sono compresi tra 0 e
n− 1. Pertanto, per la scrittura dei numeri in base n occorre disporre di n
diversi simboli con cui rappresentare le cifre.

Per la scrittura in base 7, ad esempio si possono usare le cifre 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Per la scrittura in base 12 occorrono 12 simboli: ad esempio
0, 1, 2, 3, 4, 4, 6, 7, 8, 9,A,B (A corrisponde a 10 unità e B a 11 unità). Con
questi simboli, ad esempio, il numero (34)10 si scrive (2A)12, infatti risulta
34 = 2 · 12 + 10.
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Numerazione in base n

Le operazioni tra numeri scritti in base n si fanno con lo stesso procedimento
(in colonna) usato per analoghe operazioni in in base 10, pur di contare, e
quindi anche effettuare i riporti, in base n.

Ad esempio, per effettuare la somma in base 10 di 179 e 35, scrivendo in
colonna, e inserendo in rosso i riporti, si ottiene:

1 1
1 7 9 +

3 5 =
2 1 4
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Numerazione in base n

In modo analogo, se si deve effettuare la somma (313)4 + (22)4, tenendo
presente che, si ha (3)4 + (2)4 = (11)4 e (1)4 + (1)4 + (2)4 = (10)4, si otterrà

1 1 1
3 1 3 +

2 2 =
1 0 0 1

E, sempre in base 4, il prodotto (22)4 × (12)4, si effettuerà così:

2 2 ×
1 2 =

1 1 0 +
2 2
3 3 0
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