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Sia K un campo di numeri (ad esempio K = R, Q, C.

Una matrice A,m X n a coefficienti in K, ¢ una tabella a doppia entrata di
elementi di K, ossia & della forma

ajr app -+ dip
a) ap - ay
aml Am2 " Qmn

congj €K i=1,....mj=1,...,n

m ¢ il numero delle righe e n ¢ il numero delle colonne di A.

Tra le matrici, quelle con m = 1, vengono dette vettori riga:
(a1 aip -+ ap)
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mentre quelle con n = 1 vengono dette vettori colonna:
am1
Le matrici con m = n vengono dette quadrate.

L’insieme delle matrici m X n a coefficienti in K viene denotato con

M(m,n; K) o M(m,n).

Data una matrice A = (a;;) € M(m, n) si pud costruire la matrice

Ar € M(n,m), detta matrice trasposta di A, le cui righe sono le colonne di A,
ovvero Ay = (by) con by = agy.

ESEMPIO

p—

A:<—21 ) g) Ar =

Proprieta della trasposizione: ((A)r)r = A.

WO
woa |
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Una matrice (quadrata) A € M(m, n) tale che Ay = A viene detta simmetrica.

1 2 7 0
ESEMPIO % 2 _41 _35 ¢ simmetrica
0 -5 3 4

Una matrice (quadrata) A € M(n, n) tale che Ar = —A viene detta
emisimmetrica O antisimmetrica.

0o -2 7 0
ESEMPIO 37 94 g :g ¢ emisimmetrica
0o 5 3 0
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Una matrice (quadrata) A = (a;;) € M(n, n) tale che, se i > j allora a;; = 0,
viene detta triangolare (alta) (in A tutti gli elementi sotto la "diagonale {a;; }"
sono nulli).

2 =27 0
ESEMPIO 8 8 j :g ¢ triangolare alta.
0O 0 0 -1

Una matrice (quadrata) A = (a;;) € M(n, n) tale che, se i # j allora a;; = 0,
viene detta diagonale (in A tutti gli elementi fuori dalla "diagonale {ay; }"
sono nulli).
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ESEMPIO

2 00 O
000 O <1
00 4 0 ¢ diagonale.

00 0 -1
Una matrice diagonale ¢ ovviamente simmetrica.
Una matrice (non necessariamente quadrata) A = (a;;) € M(n,n) si dice a
scala oppure a gradini se le sue eventuali righe nulle (cio¢ costituite da soli
zeri) sono le ultime e su ogni riga non nulla il primo elemento non nullo (detto

pivot) occupa una colonna piu a destra del primo elemento non nullo della
riga precedente.

ESEMPI:

0
0
0
0

oo~
=] AN W

0
0
0
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Somma di matrici

Due A,B € M(m,n) con A = (a;), B = (b;;) sono uguali se Vi, si ha

Tra matrici con gli stessi numeri di righe e colonne si puo introdurre
un’operazione di somma.

+: M(m,n) x M(m,n) — M(m,n)
cosi:

(A,B)*—)C:A+B A:(alj),B:(bij),C:(a,j+b,j)

ESEMPIO
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Proprieta della somma

[ VA,B € M(m,n) sihaA + B = B + A, proprieta commutativa
(@ + bij = byj + ajj);
IT VA,B,C € M(m,n) siha (A+B)+ C =A+ (B+ C), proprieta
associativa ((a;; + bjj) + cij = a; + (bj + ¢jj);

00 --- 0
00 --- 0

Il la matrice nulla O = | . . .| € M(m,n) ¢ tale che
00 --- 0

A+0=A, VAeM(m,n).

IV VA € M(m,n), 3B & M(m,n) tale che sia A + B = O. La matrice B
viene detta opposta di A, e si scrive B = —A. Siha B = (—aj).

Le proprieta I, IL, III, IV dicono che M(m, n) & un gruppo abeliano.
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Prodotto di uno scalare per una matrice

In M(m,n) = M(m,n; K) si pud anche intodurre una legge di composizione
(che non & un’operazione interna) di prodotto di un elemento A di K (che
verra detto scalare) per una matrice

K x M(m,n) — M(m,n)

COSi:

(MA) > B=M A= (ay),B = (\by).

ESEMPIO

>

Il
W | =

=

Il
~~
(e}l 9}
w o
w |
(@)
DN —
—

Il
N
O Wi
—_ O
_ |
[\
L[N —
N————
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Proprieta del prodotto per uno scalare

VA,B € M(m,n) e Y\, u € Krisulta
V (A + p)A = N + pA;
VI M(A + B) = M + \B;

VIL (M)A = A(ud):
VIII 1A = A.

Le proprieta I, II, II1, IV, V, VI, VII, VIII dicono che M (m, n) & uno spazio
vettoriale su K.

Le matrici Ej; che hanno tutti gli elementi nulli salvo che e;; = 1, permettono
di scrivere una qualsiasi matrice A = (apx) € M(m,n) come loro
combinazione lineare: A = Zh i Ak Enk -

ESEMPIO

(4 ¢f)=alo00)+?(o00) (o0 0)*
0
0
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Matrici

Prodotto di matrici (righe per colonne)

Due matrici A = (a;j) con m righe e n colonne e B = (by) con nrighe e p
colonne (tali cioe che il numero delle colonne di A sia uguale al numero delle
righe di B) sono dette conformabili o moltiplicabili.

Date due matrici conformabili A € M(m,n), B € M(n,p) si pud definire una
matrice C = A - B € M(m, p) (con tante righe quanto A e tante colonne quanto
B), detta prodotto righe per colonne di A per B: la matrice C ha come
elemento della riga r e colonna s I’elemento di K

Crs = ar1bis + apbog + - - - + Ambys.

a a a
11 12 1n 211 le blp
21 2 2,
A= arl (10%) App ,B — s P
e b b b
aml  Am2 Amn " s w
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ESEMPIO

1 0

2+ 0 0+0+0 1+4+0+2 O+O+0)
(—2+ 540 04340 -1-94+0 0+3+0

=(135 10 3)

20 1 0
>eB: 51 -3 1 |,siha
0 0

_l’_
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ESEMPIO

A = tabella dei prezzi in euro degli articoli H, K e L per bambini (b), donne
(f) e uomini (m), B = tabella della composizione delle famiglie F'1 e F2 in
termini di bambini (b), donne (f) e uomini (m).

*Tb [ f[m *TFI|F2
H|20] 5050 b| T3
A=Ig{30(40 (30 B=[r {11
L|10] 1020 m| 2 |1
20150750 173
PostoA =| 30 | 40 | 30 |e B=| 1| 1 |lamatrice C = A - B permette di
10 | 10 | 20 211

ottenere la tabella della spesa in euro delle famiglie F'1 e F2 per gli articoli
H KelL.

[ FI | F2

¢ [H 1707160
=K [ 130 | 160
L 60 | 60
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ESEMPIO (catena alimentare)
A = tabella delle quantita (rispetto un’opportuna unita di misura) di sostanze
inquinanti /1, 12 presenti negli alimenti A1,A2 e A3.
B = tabella delle quantita di alimenti A1, A2 e A3 ingerite dagli animali delle

specie S1 e S2.

* AL [ A2 [ A3
A=[TT[ 10 5 [ 3 |
282 1

con notazioni analoghe a quelle viste nell’esempio precedente, C = A - B

B =

¥ 1S1[S2
AT | 1 [ 2
A2 1 | 2
A3 2 |1

fornisce la tabella delle quantita di inquinanti /1 e /2 ingerite dagli animali di

specie S1 e S2.
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* TSI

S2

12
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11 prodotto appena introdotto & un’applicazione

-t M(m,n) x M(n,p) — M(m,p).

Nel caso m = n = p si tratta di un’operazione interna in M (m, m).

OSSERVAZIONE - Anche quando esiste sia A - B che B - A in generale vale
A-B#B-A.

ESEMPIO
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Proprieta delle operazioni tra matrici

In quanto segue, anche se non esplicitamente scritto, si sottintende sempre che
sia possibile effettuare la operazioni tra le matrici indicate, quindi scrivendo
A - B, si ammette implicitamente I’ipotesi che il numero di colonne di A sia
uguale al numero di righe di C e scrivendo M + N, si ammette implicitamente
I’ipotesi che M ed N abbiano lo stesso numero di righe e lo stesso numero di
colonne.

Siano A, B, C matrici a coefficienti in K. Si ha:
A-B+C)=A-B+A-C;

@ (A+B)-C=A-C+B-C;
e (A-B)-C=A-(B-C);
@ se Aeunoscalare \- (A-B) = (A-A)-B=A-(\-B);
1 o ... 0
. . 0 1 ... 0
@ denotata con I la matrice identica I, =
0 o ... 1

VA € M(m,n)sihaA-I,=Ael, -A=A.

Antonio Lanteri e Cristina Turrini (UNIMI - 2( Elementi di Algebra Lineare 17/39



Matrici invertibili

Una matrice (quadrata) A € M(n,n) viene detta invertibile se esiste una
matrice B € M(n,n), detta inversa di A, tale che A - B= B - A = I,,, matrice
identica.

Si dimostra che la matrice inversa di A, quando esiste, ¢ unica.

Si scrive anche B = A~ 1.

L’insieme delle matrici quadrate A € M(n, n; K) che ammettono inversa viene
detto gruppo generale lineare di ordine n e denotato con GL(n, K).

L’insieme delle matrici quadrate A € M(n, n; K), con le due operazioni di
somma e di prodotto (righe per colonne) ¢ un anello (non commutativo).
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

index
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

Sistema lineare, matrice dei coefficienti e matrice completa

Consideriamo un sistema di m equazioni lineari (a coefficienti in K) nelle n
incognite X1, Xy, ..., X,

anxi +apxs + -+ apx, = by

ar1x1 + axpxy + - - - + ayx, = bo

(%)

AmiX1 + amxo + -+ + QmpXn = by

(ajj, by € K).
Gli elementi a;; sono detti coefficienti del sistema, i by, sono detti termini noti.

Il sistema () si dice omogeneo se i termini noti sono tutti nulli.
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

Una soluzione del sistema (x) & n—upla di elementi di K (X1, X, ..., X,) tali
che

anxy +apxs + -+ apX, = by
ax Xy + anxy + -+ + axpx, = by

Am1X1 + amaXy + - - - + QX = by

Un sistema lineare si dice impossibile se non ammette alcuna soluzione,
compatibile se ammette almeno una soluzione.

Piu precisamente si dice determinato se ammette una ed una sola soluzione,
indeterminato se ha pil di una soluzione (ed in tal caso ne ha infinite, se il
campo ¢ infinito).
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

Un sistema omogeneo ¢ sempre compatibile (ammette almeno la soluzione
nulla o banale (x;,%,,...,%,) = (0,0,...,0).

Due sistemi di equazioni lineari in n incognite si dicono equivalenti se hanno
le stesse soluzioni (ovvero le soluzioni dell’uno sono anche soluzioni
dell’altro e viceversa).

ESEMPIO

x—y=2 x—y=2 stem valenti
246y =0 e sono sistemi equivalenti.

x+3y=0
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

Si puo costruire la matrice completa del sistema (x):

ayy ap ... aip | by
L R e
aml aw2 ... Amn | bm

ottenuta accostando la matrice A dei coefficienti del sistema e la colonna b dei
termini noti ove

ay app ... a Zl
a a» ... a

A= 21 a4 20 b— 2
aml Am2 --- Qun b
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

Utilizzando la notazione del prodotto riga per colonna il sistema pud anche
essere scritto come

A-x=Db
ove A ¢ la matrice dei coefficienti del sistema, b € la colonna dei termini noti e
X1
x=|[ ™ ¢ il vettore colonna delle incognita.
Xn
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

Il metodo di Gauss per la risoluzione di un sistema lineare

STRATEGIA:
passare dalla matrice [A|b] ad un’altra matrice [A’|b’] che rappresenti un
sistema equivalente, ma molto pili semplice da risolversi.

OPERAZIONI SULLE RIGHE (lecite, ovvero che fanno passare da un
sistema ad un altro equivalente):

1 scambiare due righe tra loro;
2 moltiplicare una riga per una costante diversa da zero;
3 sommare ad una riga il multiplo di un’altra.

N.B. Le operazioni vanno fatte sulla matrice completa [A|b], non solo sulla
matrice A dei coefficienti.
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

Esempi di matrici "semplici"

ESEMPIO 1.

corrisponde al sistema

X+2y—z=2
y+3z+w=0
z—3w=4

dall’ultima equazione si ricava z = 3w + 4, che si puo sostituire nella seconda
trovandoy = =3z —w = —33w+4) —w = —10w — 12, e alla fine,
sostituendo la z e la y nella prima si ricava anche
x=-2y+z+2=-2(—-10w—12) + 3w +4) + 2 = 23w + 30. Quindi le
soluzioni del sistema sono della forma

(x,y,z,w) = (23w 4 30, —10w — 12, 3w + 4, w) con w arbitrario.

Si sono trovate infinite soluzioni quindi il sistema € indeterminato.
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

ESEMPIO 2.
1 2 -1 0 | 2
01 3 1|0
00 0 O 4
corrisponde al sistema
x+2y—z=2
y+3z+w=0
0=4

che ¢ evidentemente impossibile.

Si noti che negli esempi 1 e 2 le matrici sono a gradini con un 1 come
coefficiente dell’incognita di ogni "gradino" (pivot).
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

SCOPO DEL METODO:
Ridurre la matrice [A|b] in una forma a gradini del tipo:
1 * * *
0 0 1 *
0O 0 O 1
0 0 0 0 .
0 0 0 ©0 1

in cui in ogni riga compaiono meno incognite della riga precedente.

STRUMENTO UTILIZZATO: le operazioni lecite sulle righe viste sopra.

* X ¥

*
*

Si tratta di un algoritmo: dopo un numero finito di passi si ottiene una matrice
dalla quale risulta evidente se il sistema ammette soluzioni oppure no e che, in

caso affermativo, permette di trovare le soluzioni ricavando via via le

incognite a partire dall’ultima equazione e procedendo a ritroso.
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

[1lustrazione del metodo

Come "creare" i gradini?

Salvo effettuare scambi di righe, si parte da una matrice in cui la prima
incognita compaia nella prima equazione. Moltiplicando la prima riga per una
costante si ottiene una matrice in cui il primo elemento della prima riga ¢ 1

1 ap ... aiw | b
a ap ... ay | b
b asy ... asy | b3
!
|
1 a}z alln ‘ b}
Ry—Ry—aR; 8 a;z a;n | b%
p a32 a3n | 3
3’—)R3*bR17-'~7"' 0 N |
0 ... |
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

A questo punto nel sistema dalla seconda equazione in poi non compare piu la
prima incognita, quindi compaiono al pit # — 1 incognite. Su questo sistema
con una equazione in meno € con meno incognite si opera analogamente a
quanto visto sopra.

Se nel corso della procedura, una riga della matrice si annulla interamente
(cioe diventa (000... | 0), tale riga pud essere cancellata (corrisponde
all’equazione 0 = 0).

Se nel corso della procedura, una riga della matrice si annulla in tutte le
entrate salvo che nell’ultima (cio¢ diventa (000... | k), k # 0), il sistema
¢ impossibile (tale riga infatti corrisponde all’equazione 0 = k).

Alla fine della procedura la matrice € ridotta a gradini, e il sistema, se
risolubile, pud essere risolto a partire dall’ultima equazione a ritroso.
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

ESEMPIO A

2x —2y+4z=0
x+2z=2
= —
3x—3y=6
2 -2 4] 0 1 -1
1 0 2 | 2 Ri—(1/2)R 1 O
0 0 1 | -1 0 O
3 -3 01 6 3 -3
1 -1 2 | O
0 1 0 | 2 R4+—R4+6R3
0 0 1 | -1
0 0 -6 | 6
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0
2 R2>—>R2—R1
T,
_1 R4—R4—3R;
2 | 0
0] 2
1] -1
0] 0
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

1 -1 2] 0
=10 1 0| 2
0 0 1 | -1

x—y+2z=0
y=2 - (5y2)=(42,-1)
= —

Si ¢ trovata una ed una sola soluzione, quindi il sistema ¢ determinato.

ESEMPIO B

—3x+y=4 3 1 | 4
+x—2y=3 1 -2 | 3
=213 1 -2 3
R <Ry -1 =3 ‘ 8 R3—R3+R; 0 -5 ’ 11
1 -2 3
— (0 1 | —13/5 | ——
R=(=1/5R \ 0 —5 | 11 R3++R3+5R;
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

1 -2 | 3
0 1 | —-13/5|—
0o 0 | -2

Il sistema quindi € impossibile.

ESEMPIO C
x—2y+z=0

2x+y=1

—3x—4y4+z=-2
|
|
|

1 -2 1 0 1 -2 1 | 0
2 1 0 | 1 | BB 5 2| 1
-3 —4 1 —2 ) BoRE3R\ 0 10 4 | -2
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

1 =2 1

——— 0 1 -2/
Ro—(1/5)R, 0 —10 4
1 =2 1

— (0 1 -2/
R3—R3+10R, 0 0 0

(x,y,z) — (%"’2’ ZZ;-I’Z)

11 sistema & indeterminato
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

Se un sistema ¢ indeterminato e le sue soluzioni dipendono da s parametri, si
dice che il sistema ha co® soluzioni.

Se invece il sistema & determinato, si dice anche che ha oc? soluzioni.

Ad esempio, il sistema

x +y +z=0
2x +2y +2z=0

ha le infinite soluzioni (x,y, z) = (h,k, —h — k), al variare dei parametri & e k.
Pertanto si tratta di un sistema indeterminato che ha co? soluzioni.

Invece il sistema dell’esempio C ha oo! soluzioni.
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

Caratteristica o rango di una matrice

Il procedimento di riduzione a gradini che si ¢ applicato alla matrice completa
di un sistema lineare per ridurla a forma "semplice", puo essere applicato ad
una qualsiasi matrice. Il numero delle righe non nulle che si ottengono alla
fine del procedimento viene detto caratteristica o rango della matrice (si
dimostra che tale numero non dipende dalle operazioni che si sono fatte per
ridurre a gradini la matrice).

TEOREMA (di Rouché Capelli) - Il sistema lineare Ax = b ha soluzioni se e
solo se la caratteristica della matrice dei coefficienti A coincide con la
caratteristica della matrice completa [A|b]. Inoltre, se il sistema ¢ risolubile, le
soluzioni del sistema sono co” ", ove n ¢ il numero delle incognite e r ¢ la
caratteristica di A (e di [A|b)]).
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Risoluzione dei sistemi di equazi

Ad esempio nel sistema dell’esempio 2

x+2y—z=2
y+3z+w=0
0=4

la matrice dei coefficienti ha caratteristica 2, mentre la matrice completa ha
caratteristica 3, e il sistema ¢ impossibile.
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

xX+2y—z=2
Invece, nel caso del sistema { y + 3z + w = 0, tanto la matrice dei
z—3w=4

coefficienti quanto la matrice completa hanno caratteristica 3. Il sistema ¢
risolubile ed ha co*~

3 = oo! soluzioni.
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Risoluzione dei sistemi di equazioni lineari

TEOREMA (Cramer)- Sia A € M(n, n) una matrice quadrata. Il sistema
lineare AXx = b ha una e una sola soluzione se e solo se il rango di A ¢
massimo, ossia n.

Una matrice A € M(n,n) di rango n viene detta non singolare.

Si dimostra che A ¢ non singolare se e solo se ¢ invertibile.
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