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Definizione di spazio vettoriale

Siano K un campo (K = R, C), V un insieme non vuoto. Si dice che V & uno
spazio vettoriale sul campo K se V ¢ dotato di due leggi di composizione

+:VxV=V
e
S KxV -V
tali che
A) (V,+) & gruppo abeliano: Vu,v,v € V
al) (u+ ) +w =u+ (v+ w) (associativitd);
a2) 30 € V (zero) taleche 0 +v =v+0 = v;
a3) Vy,3(—v) € V (opposto) tale che (—v
a4) u + v = v + u (commutativita).
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Spazi vettoriali

By VipeK YuveV:
bl) A+p)-u=\u+p-u
b2) (A-p)-u= N\ (- u);
b3) A (u+v)=A-u+A
b4) Ig-u=u.

Vs

Gli elementi di K si dicono scalari; gli elementi di V si dicono vettori.

Nel seguito, denotiamo con 0 I’elemento neutro di K, con 0 I’elemento neutro
di V, e con —v il vettore opposto di v.

Dati A\1,....,\, e Key,,...,y, € V,il vettore
V=A1v Ay F Ay,

viene detto combinazione lineare dei vettori vy, . .., v, secondo gli scalari
AL, - .., Ay (che vengono anche detti coefficienti della combinazione).
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Esempi di spazi vettoriali

El) K =R, V = Vecto(E?) ={vettori dello spazio euclideo E* applicati
nell’ori gine_}i>
veV,v=0A
+:VxV —_>> V usuale somma di vettori (regola del parallelogramma)
0= 07) —0OA = 0? _Vsttore di eg;lgal modulo e segno opposto
RXxV =V (MOA)— A-0A
0? seA=0

—
AOA =4 —
OA" |OA'| = |\||OA], verso {

stesso seA >0
opposto  se A < 0

E2) VK possiamo considerare V = {0}, detto spazio vettoriale nullo o
banale.
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Spazi vettoriali

E3) VK possiamo considerare V = K
+:KxK—=K sommainK
- KxK —=K prodotto in K

E4) K = C. Applicando quanto visto al punto precedente, possiamo prendere

C & uno spazio vettoriale su se stesso, ma ¢ anche uno spazio vettoriale
suR:

K=R,V=C

+ : C x C — C usuale somma di numeri complessi

RxC—=C, (\a+ib) — da+i\b
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Spazi vettoriali

E5) K qualsiasi, V = K" = spazio vettoriale delle n-uple di elementi di K
X1
X2
veK? v=. xeK(@=1,...,n)

Xn

X1 Y1
X2 Y2

X1 +y1

X2+
+: K" x K" —- K" ( .

X1

X2
CKx KK (A ]) e

P
Xn Yn Xn + Yn

Xn
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Spazi vettoriali

0 X1 —X1

0 X2 —X2
Q = —_ =

0 X —Xy

E6) K qualsiasi, V = Mat,, , = Mat,, ,(K) = insieme delle matrici m x n a

coefficienti di K
aip ap o Ay
az; axp - Ay
EEMatm,n B:A: . .

aml Am2 - dmp
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Spazi vettoriali

+ : Mat,, , X Mat,, , — Maty, ,
(A,B) —C A= (a,-j),B = (blj)7 C= (aij + b[j)
-: K x Mat,, , — Mat,, »
()\,A) —B=M A= (a,-j),B = (/\a,-j)
00 --- 0
0 = matricenulla= [ =~ =
00 --- 0

A = (a;j) — A = (—a;)matrice opposta
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Spazi vettoriali

E7) K= Q,R,0C, V = K|x] = insieme dei polinomi in una variabile a
coefficienti in K
veEV v=px)=ay+ax+ax® -+ ax
+ : K[x] x K[x] = K[x] p(x) + g(x) usuale somma di polinomi
K xK[x] = K[x] Ae€K Ap(x) usuale prodotto di un numero
per un polinomio.

E8) K= Q,R,0C, V =Ky[x] = { polinomi in una variabile a coefficienti in
K di grado < d}
(con le operazioni viste al punto precedente)

E9) K=R,V=RF={f:R—> R}
+:VxV=V (fg=ft+eg  (f+g))=f(x) +gkx)

GCRXV =SV (ANf)= N (M) (x) = M(x)
(definizioni puntuali)
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Proprieta elementari degli spazi vettoriali

Proprieta:

1) tutte le proprieta dei gruppi abeliani per (V; +)

e unicitadi 0

e unicita dell’opposto di v

o legge di cancellazione v +u=w+u=v=w)
2) 0-v=0WevV
3)0eVVAeEK=A-0=0€V
HvreK, weV (=A)-v=—(A-yp)
5) Av=0=A=0oppurev=20
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Definizione di sottospazio

Siano K un campo, V uno spazio vettoriale su K, U C V. Si dice che U & un
sottospazio di V se U & uno spazio vettoriale su K rispetto alle restrizioni a U
delle operazioni di V, cioe

+‘U><U . UxU—=U "KXU : KXU—>U
PROPOSIZIONE - Sia U C V un sottoinsieme # (). U & un sottospazio se €
solo se & chiuso rispetto alle combinazioni lineari, ovvero se e solo se
VihuekK, Vuwe Usihau+ pw e U.
Equivalentemente, nella proposizione precedente, si ha che U € un sottospazio

se e solo se ¢ chiuso rispetto alla somma di vettori e alla moltiplicazione di
uno scalare per un vettore.
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Esempi di sottospazi

e VYV, i sottoinsiemi {0} e V sono sottospazi (sottospazi banali).

e K =R, V = Vectp(E?). Fissiamo un piano 7 e una retta r, con
OcrcCm, .
U = Vecto(r) = {OA € V : A € w} & un sottospazio di V.
W = Vecto(r) = {OA € V : A € r} & un sottospazio di U.
Vecto(r) & sottospazio di Vecto () che & sottospazio di Vecto(E?).
o K ; Q,R,0 C, V = K[x] (polinomi), U = Ky[x] (polinomi di grado
<d).
U Q) V € un sottospazio.
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Operazioni tra sottospazi

Siano V uno spazio vettoriale su un campo K, U, W C V sottospazi.

OSSERVAZIONI

e UNW={veV:veUeyec W} eun sottospazio

e UUW={veV:veUoye W} in generale non & un sottospazio di V
(si pensi ad esempio a V = Vecto(E?) con i sottospazi U = Vecto(r) e
W = Vecto(s), con r, s rette distinte passanti per O)

Si definisce allora
e U+W={veV:JuelU, Iwec Wcony=u+w}

si verifica che U + W & un sottospazio, detto somma di U e W. Anzi ¢ il piu
piccolo sottospazio di V contenente sia U che W.

In particolare, si dice che la somma U + W & una somma diretta (e si scrive
UdW=U-+ W),seesoloseognive U+ W siscrive in un unico modo
come somma di un vettore u € U e un vettore w € W.

La somma U + W & una somma diretta se e solo se U N W. = {0}.
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Sistemi di generatori
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Sistemi di generatori

Siano V uno spazio vettoriale su un campo K, ) # S C V,

S ={sy,8,,...,8,} un sottoinsieme finito di V. Si dice sottospazio generato
da S (span di S) il sottoinsieme di V/, indicato con (S), costituito dai vettori
che possono essere espressi come combinazione lineare di elementi di S:

<S>:{E€V:E|)‘17'--7)‘n€KaX:)\1§1+"'+>\n§n}-

(S) & un sottospazio.

Sia U un sottospazio di V e S un sottoinsieme di V tale che U = (S). I vettori
di S sono detti generatori di U. S & detto sistema di generatori per U.

Uno spazio vettoriale V viene detto finitamente generato (f.g.) se esiste un
insieme finito S tale che V = (S).

La definizione di insieme di generatori si puo estendere al caso di infiniti
vettori, richiedendo che ogni vettore dello spazio si possa ottenere come
combinazione lineare di un numero finito (variabile) di generatori.

Cristina Turrini (UNIMI - 2018/2019) Elementi di Algebra Lineare 17/32



Esempi di sistemi di generatori

e YV, VU sottospazio di V si ha U = (U)
o V = Vecto(E?), S = {i,j, k} = {vettori unitari degli assi}. V = (S),
Vv,v = ai + bj + ck.

o V= Vecto(E3),
S={a,b,c} ={con a,b,c vettori arbitrari purché non complanari}.
V=),

ver = (= (- (O} 57 () =a() o ()
v=m= (B 5= {()-(). ()}
(§) =t s0 () a0 (1) 0 ()
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Sistemi di generatori

X 0 1
°Kn:{ }’glz &= =
n 0 0 1
X1
S={e,...,e,; (5)=K" D =xie +xe, + o+ X,
Xn
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Sistemi di generatori

o C considerato come spazio vettoriale su R, § = {1,i}; (S)=C
0 (hk)# (i,j
° Matm,n(K), Eij = (ehk), e = {1 Eh,kg . ELJ;
S={Ej|ll <i<m,1<j<n} (S)=Maty,
e K,[x] polinomi di grado < d
S={1,xx%...,x7} Vp e Kylx] p=
ag+ aix +axx® + -+ agxx®  (S) = Kylx|
o Kix],S={x":n>0} (S)=K[y]

Lo spazio K[x] & un esempio di spazio vettoriale non f.g. (con le
combinazioni lineari dei polinomi p; (x), ..., ps(x) non si possono generare
polinomi di grado maggiore al massimo tra i gradi di p; (x), ..., pn(x)).

OSSERVAZIONE - Se U = (S) e S C T C U, allora anche U = (T).

Cristina Turrini (UNIMI - 2018/2019) Elementi di Algebra Lineare 20/32



Dipendenza e indipendenza lineare
index

6 Dipendenza e indipendenza lineare
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Vettori linearmente dipendenti

Siano V uno spazio vettoriale su un campo K, ) # S C V,

S ={sy,8,,...,s,} un sottoinsieme finito di V. Si dice che S & un insieme di
vettori linearmente dipendenti, ovvero che S ¢ linearmente dipendente (Ld.),
se esiste una combinazione lineare degli elementi di S con coefficienti non
tutti nulli che dia il vettore nullo, cioé

I, ERK (AL ) #(0,...,0)
tali che A\is; + Aasy + -+ 4+ \us, = 0.

S si dice linearmente indipendente (l.i.) se non ¢ linearmente dipendente, cioe

)\1§1+-~~—}—>\n§n:Q:>(Al,...,)\n):(o,...,O).

La definizione di indipendenza lineare si puo estendere al caso di infiniti
vettori, richiedendo che 1’unica combinazione lineare finita di tali vettori che
produce il vettore nullo sia la combinazione con tutti coefficienti O.

Cristina Turrini (UNIMI - 2018/2019) Elementi di Algebra Lineare 22/32



Esempi di dipendenza e di indipendenza lineare

1 0 0 1 0 1
° InR3,S1:{<0> , <1>,<0>}él.i.,52:{<0> , <1>,<1>}é1.d.
0 0 1 0 0 0

e InK", §={e,...e,}eli.

e In Vecto(IE?), due vettori sono 1.d. se e solo se sono allineati, tre vettori
sono l.d. se e solo se sono complanari.

o InK[x],S={1,xx%...,x% .. }eli
e In Mat,, ,(K), S = {E;} e Li.

@ In C? considerato come spazio vettoriale su R, S = {(é) , (6)} ¢ Li.

e In C? considerato come spazio vettoriale su C, S = {<(1)> , (6)} ¢ ld.
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Dipendenza e indipendenza lineare

Proprieta della dipendenza e indipendenza lineare

V uno spazio vettoriale su un campo K,

1) Sitano) S CV,0 #ASCT.SeSeld.,alloraT ¢l.d.
2) veV {v}ld seesolosey=0
3) vywe V {v,w}Ld. se e solo se (almeno) uno dei due & multiplo

dell’altro.
4 vy,...,v, €V {y,...,v,} Ld. seesolose almeno uno traiy; &

combinazione lineare degli altri.

OSSERVAZIONE - Se
)\1§1+"'+>\n§n:Q

e A\, # 0, allora il vettore s, € combinazione lineare di s,, . .., s,_;, infatti

Sy = _(An)_lAlﬁ +e A+ _(An)_lknflﬁlfl
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Definizione ed esempi di basi

Sia V uno spazio vettoriale su un campo K. Un sottoinsieme B di V si dice
base di V se & linearmente indipendente e costituito da generatori di V.

e V=NR?{e,e,} & unabase di V; anche {G) , (_11>} ¢ una base di V.

V = Vecto(E*); {i,j,k} & una base di V.

V =K";{e,...,e,} ¢unabase di V, detta base canonica.
V = Maty, ,(K); {Ejj}i=1,.. mj=1,..n € base di V.

V =Kylx]; {1,x,x%,...,x4} ¢ base di V.
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OSSERVAZIONE - V = {0} non ha base (il vettore 0 non ¢ 1.i.)

TEOREMA - § C V ¢ base di V se e solo se ogni vettore di V si pud scrivere
in uno ed un solo modo come combinazione lineare dei vettori di S.

Dimostrazione Sia S = {s|,...,s,}.
@ Se S ¢ base allora S genera V, quindi bisogna solo provare I’unicita di
scrittura.

AISp 4 XS, = 1Sy + 0 S, =
(M = pa)sy + - (M — pin)s, =0 =
AL= i1, An = i
@ Os; + ---0s, ¢ I'unica scrittura del vettore nullo.
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Risultati fondamentale sulle basi
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Esistenza di una base

Uno spazio vettoriale non nullo e f.g. ammette una base. Infatti si ha:

TEOREMA - Sia V uno spazio vettoriale su un campo K, V # {0}.
V={,...,v,) = {v,...,v,} contiene una base di V.

TEOREMA - Sia V uno spazio vettoriale con base costituita da n vettori.
Comunque presi m vettori di V, con m > n, questi vettori sono l.d.

TEOREMA - Sia V uno spazio vettoriale. Siano
A=A{a,...,a,},B={b,...,b} basidiV=n=rk.

Dimostrazione. A € una base costituita da n vettori = piu di n vettori sono 1.d.
B={b,,...,b} eli. (perché base) = k <n

Scambiando il ruolo di A e di B nell’argomentazione precedente si ha
n<k=n=k
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La dimensione di uno spazio vettoriale

Riassumendo: se V & uno spazio vettoriale su un campo K, V # {0} e f.g.
allora:
1) (esistenza) V ha base;

I) (equicardinalita) tutte le basi di V sono costituite dallo stesso numero di
vettori.

OSSERVAZIONE - Il numero n di elementi di una base ¢ tanto il massimo
numero di vettori linearmente indipendenti, quanto il minimo numero di
generatori di V.

Sia V uno spazio vettoriale su un campo K.
Si dice dimensione di V, e si scrive dim V (o dimg V) I’intero cosi definito:

0 se V={0}
dimV =(n se V ¢ f.g. ed ha base con n vettori
00 se Vnon ¢ f.g..
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Risultati fondamentale sulle basi

Ad esempio:
o dim Vectp(E3) = 3;
o dimK" = n;
e dim Mat,, , = mn;
o dimKix] = oo;
o dimKy[x] =d + 1;
o dimc C" =pn, dimgC" =2n.
Un insieme {v,, ..., v, } di vettori di V si dice insieme massimale di vettori
linearmente indipendenti (in V) se {v,, ..., v, } & Li. e, comunque preso
v e V, insieme {v,,...,v;,v} e Ld.

OSSERVAZIONE - Se {v, ..., v} ¢ un insieme massimale di vettori
linearmente indipendenti (in V), allora {v,,...,v,} ¢ una base di V.

TEOREMA - Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n. Comunque presi n
vettori linearmente indipendenti, questi costituiscono una base di V.

TEOREMA - Sia V uno spazio vettoriale f.g.,dimV =ne U C V un
sottospazio. Allora anche U ¢ f.g. edimU =k < n. Inoltre, k =n < U =1V.
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Risultati fondamentale sulle basi

OSSERVAZIONE (completamento della base) - Sia V uno spazio vettoriale di
dimensione n. Sia poi r < n e siano vy, ...y, € V vettori L.i.. Allora esistono
vettori w, . y,...,w, taliche {v,...v,,w,,,...,w,} siaunabase di V.

TEOREMA (Formula di Grassmann) - Sia V uno spazio vettoriale f.g. su un
campo K, e siano X, Y C V.

dimX +dimY =dim(XNY) +dim(X 4+ Y).
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