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Anelli

Un anello (A,+, ·) è un insieme A dotato di due operazioni, denotate con +, ·
t.c.

1) (A,+) sia un gruppo abeliano (elemento neutro denotato con 0A e
inverso di a denotato con −a);

2) (A, ·) sia un monoide (con elemento neutro denotato da 1A);

3) valgono le proprietà distribuitive del prodotto rispetto alla somma:
a · (b + c) = a · b + a · c, (a + b) · c = a · c + b · c, ∀a, b, c ∈ A.

Ad esempio (Z,+, ·), (Q,+, ·), (Zn,+, ·) ∀n sono anelli.

Anche Q[x], insieme dei polinomi a coefficienti in razionali (e analogamente
R[x], insieme dei polinomi a coefficienti in reali) è un anello rispetto alle
usuali operazioni di somma e prodotto di polinomi.
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Anelli

Un anello si dice commutativo se l’operazione di prodotto nell’anello è
commutativa.

In un anello (A,+, ·) un elemento a ∈ A, a 6= 0 si dice divisore dello zero se
esiste un b ∈ A, b 6= 0 tale che sia a · b = 0, oppure b · a = 0.

Ad esempio, in (Z6,+, ·), [2] e [3] sono divisori dello zero.

Ad esempio invece, (Z,+, ·), (Q,+, ·) e (Z5,+, ·) sono privi di divisori dello
zero.

Un elemento di un anello si dice unitario o invertibile se ammette inverso
rispetto al prodotto.

In (Z6,+, ·), [5] è un elemento unitario (ha [5] come inverso), mentre [2] non
è invertibile.
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L’anello dei polinomi a coefficienti reali

Indichiamo con R[x] l’insieme dei polinomi a coefficienti in R in una
indeterminata x.

p(x) = a0 + a1x + a2x2 + · · ·+ anxn ∈ R[x], a0, a1, . . . , an ∈ R,

è un polinomio.

Si scrive anche p(x) = a0x0 + a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn.

Il grado del polinomio è il massimo intero non negativo i tale che ai 6= 0.

Quindi, ad esempio p1(x) = 3
√

5x2 − 2 ha grado 2, p2(x) = −32 ha
grado 0.

Per convenzione il polinomio p(x) = 0 ha grado −∞.

N.B. Espressioni del tipo

n
√

x + 1,
√

x,
1

x2 + 1
2x

3− x
, x−2

non sono polinomi.
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L’anello dei polinomi a coefficienti reali

In R[x] sono definite le operazioni di somma e di prodotto.

Ad esempio, per p(x) = 2− x + 3x2 e q(x) = 3x + x3, risulta

p(x) + q(x) = 2 + 2x + 3x2 + x3,

p(x)q(x) = 6x− 2x3 − 3x2 − x4 + 9x3 + 3x5 = 6x− 3x2 + 7x3 − x4 + 3x5.

OSSERVAZIONE - R[x], con queste operazioni, è un anello commutativo in
cui

lo zero è il polinomio 0 = 0x0,

l’opposto del polinomio p(x) = a0x0 + a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn è il
polinomio −p(x) = −a0x0 − a1x1 − a2x2 − · · · − anxn e

l’unità è il polinomio 1 = 1x0.
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L’anello dei polinomi a coefficienti reali

OSSERVAZIONE
Il grado della somma di due polinomi è minore o uguale al massimo dei
gradi dei due polinomi.
Il grado del prodotto di due polinomi è uguale alla somma dei gradi dei
due polinomi (salvo il caso in cui uno dei due sia nullo).

Il grado del polinomio p(x) viene denotato con gr(p(x)) o con deg(p(x)).

Siano a(x), b(x) ∈ R[x] r {0}. Se ∃q(x) ∈ R[x] tale che a(x) = b(x)q(x),
si dice che b(x) divide a(x), e si scrive b(x)|a(x).

Ad esempio, 6 + 3x divide 2x + 1, in quanto 2x + 1 = 1
3(6x + 3), e anche

1 + x divide 1− x2.

Ad esempio invece 1 + x non divide 1 + x2, infatti, se 1 + x dividesse
1 + x2, il quoziente q(x) avrebbe grado 1, cioè sarebbe
1 + x2 = (1 + x)(α+ βx), ossia 1 + x2 = α+ (α+ β)x + βx2 e questo è
impossibile, perché implicherebbe α = β = 1 e α+ β = 0.
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L’anello dei polinomi a coefficienti reali

TEOREMA (algoritmo della divisione per polinomi - Dati a(x), b(x) ∈ R[x],
con b(x) 6= 0, esistono e sono unici i polinomi q(x) e r(x) tali che si abbia

i) a(x) = b(x)q(x) + r(x)

ii) gr(r(x)) < gr(b(x)).

I polinomi q(x) e r(x) vengono rispettivamente detti quoziente e resto della
divisione di a(x) per b(x).

ESEMPI
Se gr(a(x)) < gr(b(x)), allora q(x) = 0 e r(x) = a(x).

Se gr(b(x)) = 0, ossia b(x) = b0 6= 0, allora r(x) = 0.

Illustriamo l’algoritmo della divisione su due esempi.
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L’anello dei polinomi a coefficienti reali

a(x) = 2x4 + 2x3 + 1, b(x) = 2x3 − x + 1

q(x) = x + 1, r(x) = x2; 2x4 + 2x3 + 1 = (2x3 − x + 1)(x + 1) + x2
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L’anello dei polinomi a coefficienti reali

a(x) = −2x4 + 4x3 + 5x2 − 7x− 5, b(x) = 2x2 − 3

q(x) = −x2 + 2x + 1, r(x) = −x− 2;
−2x4 + 4x3 + 5x2 − 7x− 5 = (2x2 − 3)(−x2 + 2x + 1)− x− 2
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L’anello dei polinomi a coefficienti reali

TEOREMA (di Ruffini) - Siano a(x) ∈ R[x] e b(x) = x− ξ.
Il resto della divisione di a(x) per x− ξ è a(ξ).
In particolare, a(x) è divisibile per x− ξ se e solo se a(ξ) = 0.

Dimostrazione - a(x) = (x− ξ)q(x) + r(x) con gr(r(x)) < 1, ossia
r ∈ R. Allora a(ξ) = 0 + r = r.

ESEMPIO - Il resto della divisione di 5x3 − 14x2 − 4x + 5 per x− 3 è
2.

5 -14 -4 5
3 15 3 -3

5 1 -1 2

5x3 − 14x2 − 4x + 5 = (x− 3)(5x2 + x− 1) + 2
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L’anello dei polinomi a coefficienti reali

ESEMPIO - 3x3 − 10x− 4 è divisibile per x− 2

3 0 -10 -4
2 6 12 +4

3 6 2 0

3x3 − 10x− 4 = (x− 2)(3x2 + 6x + 2).

Siano a(x) ∈ R[x] e ξ ∈ R. Si dice che ξ è una radice o uno zero del
polinomio a(x) se a(ξ) = 0.

Il teorema di Ruffini dice quindi che

ξ è uno zero di a(x) se e solo se a(x) è divisibile per (x− ξ).
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L’anello dei polinomi a coefficienti reali

Anche per i polinomi si parla di massimo comun divisore.
Siano a(x), b(x) ∈ R[x]. Un massimo comun divisore tra a(x) e b(x) è un
polinomio d(x) ∈ R[x] tale che

1) d(x)|a(x), d(x)|b(x);
2) se t(x) è tale che t(x)|a(x) e t(x)|b(x), allora t(x)|d(x).

OSSERVAZIONE - Se d(x) è un massimo comun divisore tra a(x) e b(x),
allora anche kd(x), con k ∈ Rr {0} lo è (i massimi comun divisori di due
polinomi sono infiniti). Con abuso di scrittura scriveremo comunque
d(x) = MCD(a(x), b(x)).
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L’anello dei polinomi a coefficienti reali

Anche per i polinomi vale l’algoritmo euclideo delle divisioni successive (con
cui si dimostra l’ esistenza del massimo comun divisore e se ne dà anche un
metodo di calcolo).

Il procedimento è esattamente lo stesso del caso del massimo comun divisore
tra interi. Vediamo qualche esempio.

MCD( x4 + 3x3 + x + 3 , x3 + 3x2 + 2x + 6 )?

x4 + 3x3 + x + 3 = (x3 + 3x2 + 2x + 6) ·(x)+(−2x2 − 5x + 3)

x3 + 3x2 + 2x + 6 = (−2x2 − 5x + 3) · (− 1
2 x− 1

4) + ( 9
4 x + 27

4 )

(−2x2 − 5x + 3) = (9
4 x + 27

4 ) · (−8
9 x + 4

9) + 0

Il massimo comun divisore tra x4 + 3x3 + x + 3 e x3 + 3x2 + 2x + 6
è il primo resto non nullo, cioè 9

4 x + 27
4 ossia, equivalentemente, x + 3.
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L’anello dei polinomi a coefficienti reali

MCD( 2x5 + 6x3 + x2 + 3 , x3 + x2 + 3x + 3 )?

2x5 + 6x3 + x2 + 3 = (x3 + x2 + 3x + 3) · (2x2 − 2x + 2) + (−x2 − 3)

x3 + x2 + 3x + 3 = (−x2 − 3) · (−x− 1) + 0

Il massimo comun divisore tra 2x5 + 6x3 + x2 + 3 e x3 + x2 + 3x + 3
è −x2 − 3 ossia, equivalentemente, x2 + 3.

MCD( 2x3 − x2 + 2x− 1 , x2 − x− 6 )?

2x3 − x2 + 2x− 1 = (x2 − x− 6) · (2x + 1) + (15x + 5)

x2 − x− 6 = (15x + 5) · ( 1
15 x− 4

45) + −50
9

15x + 5 = − 50
9 · (

27
10 x− 9

50) + 0

Il massimo comun divisore tra 2x3 − x2 + 2x− 1 e x2 − x− 6 è
−50

9 ossia, equivalentemente, 1.
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L’anello dei polinomi a coefficienti reali

Un polinomio a(x) di grado gr(a(x)) ≤ 1 si dice riducibile se è prodotto di
due polinomi di grado strettamente inferiore, ossia se esistono polinomi p(x) e
(q(x) con gr(p(x)), gr(q(x)) < gr(a(x)) tali che sia a(x) = p(x)q(x).

Un polinomio si dice irriducibile se non è riducibile.

ESEMPI

Un polinomio di grado 1 è irriducibile.
Un polinomio di grado > 1 che ammette una radice è riducibile (è
divisibile per (x− ξ), se ξ è la radice).
Il polinomio x2 + 1 ∈ R[x] è irriducibile.
Il polinomio (x2 + 1)(x2 + 2) ∈ R[x] è riducibile e non ha radici.
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L’anello dei polinomi a coefficienti reali

Anche per i polinomi, come per gli interi, si ha un risultato di fattorizzazione:

TEOREMA di fattorizzazione essenzialmente unica) - Ogni polinomio
a(x) ∈ R[x] di grado n ≥ 1 può essere scritto come prodotto di s ≥ 1
polinomi irriducibili (non necessariamente distinti) p1(x), . . . , ps(x) ∈ R[x],
ossia risulta

a(x) = p1(x) · p2(x) · · · ps(x).

Questa fattorizzazione è essenzialmente unica, nel senso che, se
q1(x), . . . , qr(x) sono polinomi tali che a(x) = q1(x) · q2(x) · · · qr(x), allora si
ha r = s e, pur di riordinare i fattori, risulta
p1(x) = h1q1(x), p2 = h2q2(x), . . . , ps(x) = hsqs(x), con
hi ∈ Rr {0}, i = 1, . . . , s.

Sia a(x) = a0 + a1x + a2x2 + · · ·+ annn, con an 6= 0. Il coefficiente an di
a(x) viene detto coefficiente direttore di a(x).

Un polinomio viene detto monico se il suo coefficiente direttore è 1.
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L’anello dei polinomi a coefficienti reali

Dalla fattorizzazione

a(x) = p1(x) · p2(x) · · · ps(x)

di a(x) si può ricavare una espressione (questa volta unica) nella forma

a(x) = k · q1(x) · q2(x) · · · qs(x)

ove k è il coefficiente direttore di a(x) e q1(x), . . . qs(x) sono monici.

Ad esempio

a(x) = (2x + 1)(x− 3)(3x + 1) = 6(x +
1
2

)(x− 3)(x +
1
3

).
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Campi

Un anello (K,+, ·) si dice campo se (K∗ = Kr {0K}, ·) è un gruppo
abeliano.

In altri termini, un campo è un anello in cui tutti gli elementi diverso dallo
zero sono invertibili.

Ad esempio (Q,+, ·), (R,+, ·) sono campi, (Z3,+, ·) sono campi.

Anche l’insieme C dei numeri complessi, con le usuali operazioni di somma e
prodotto, è un campo.

Invece, ad esempio (Z,+, ·), (Q[x],+, ·), (Z4,+, ·) non lo sono.

Osservazione: Un campo è privo di divisori dello zero.
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Campi

Tra gli anelli delle classi di resti Zn sono campi quelli in cui n è primo.

Ciò è conseguenza della seguente risultato:

PROPOSIZIONE - L’equazione [a][x] = [1] ha soluzione in Zn (cioè [a] ha [x]
come inverso) se e solo se MCD(a, n) = 1.

Dimostrazione -
1) Se MCD(a, n) = 1, allora possiamo scrivere 1 come combinazione lineare
di a e n, ossia 1 = ax0 + ny0, quindi ax0 è congruo a 1 modulo n, e pertanto
[x0] è inverso di [a].

2) Se [a][x] = [1] ha soluzione [x0], allora ax0 = 1 + kn, quindi 1 = ax0 − kn e
MCD(a, n)|1, quindi MCD(a, n) = 1.
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Campi

In particolare, se p è primo, ogni classe [a] ∈ Zp r {[0]} ha inverso.

In realtà possiamo dire di più. Si ha cioè:

TEOREMA - Se p è primo e a è un intero non divisibile per p allora

ap−1 ∼ 1(mod p).

Di conseguenza, in Zp se [a] 6= [0], [a] ha come inverso [a]p−2.

Il teorema precedente è un caso particolare del teorema di Eulero Fermat a cui
accenniamo qui di seguito.

La funzione di Eulero
Φ : Nr {0} → Z

è definita da:
Φ(1) = 1 e
Φ(n) = numero degli interi positivi minori di n e primi con n, per n > 1.
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Campi

Ad esempio, si ha Φ(8) = 4, dal momento che gli interi minori di 8 e primi
con 8 sono: 1, 3, 5, 7.

TEOREMA (di Eulero-Fermat) - Se n > 0 e a è un intero primo con n, allora
si ha:

aΦ(n) ∼ 1(mod n).

Esempio di applicazione. Se si vuol determinare l’ultima cifra di un numero
espresso come potenza, ad esempio 3243, senza effettuare il calcolo, si può
procedere così. Si cerca la classe di resti modulo 10 del numero 3243, si può
osservare che Φ(10) = 4, in quanto i numeri minori di 10 e primi con 10 sono
1, 3, 7, 9. Quindi 34 ∼ 1(mod 10). Allora 3243 = 380 · 33 ∼ 33 = 27. Pertanto
[3243] = [7]. Questo dice anche che l’ultima cifra di 3243 è 7.
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Polinomi a coefficienti in un campo

In una sezione precedente abbiamo parlato dei polinomi di R[x], ossia a
coefficienti reali.

La teoria può essere estesa (con definizioni e enunciati dei teoremi del tutto
analoghi) al caso di polinomi a coefficienti in un qualsiasi campo (ad
esempio, a coefficienti razionali o a coefficienti complessi).

Sia K un campo. Si denota con K[x] l’insieme dei polinomi

p(x) = a0 + a1x + a2x2 + · · ·+ anxn,

a coefficienti in K, ossia con ai ∈ K.

Ad esempio, Q[x] denota l’insieme dei polinomi a coefficienti razionali, C[x]
l’ insieme dei polinomi a coefficienti complessi, Z3[x] l’insieme dei polinomi
a coefficienti in Z3.

Si hanno, come nel caso reale, le nozioni di grado, di radice, di divisibilità, di
MCD, di riducibilità ed irriducibilità, ecc.
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Polinomi a coefficienti in un campo

Continuano a valere l’algoritmo di divisione, l’algoritmo euclideo per calcolo
dell’MCD, il teorema di Ruffini e il teorema di fattorizzazione essenzialmente
unica.

I risultati relativi alla esistenza di radici e alla irriducibilità dipendono però
strettamente dal campo in cui si prendono i coefficienti.

Vediamo alcuni esempi:

x2 − 2 ammette radici in R (sono
√

2 e −
√

2, ma non in Q.

x2 − 2 è riducibile in R[x] , ma è irriducibile in Q[x].

x2 + 1 ammette radici (+i,−i), ed è riducibile in C[x], ma non in R[x].

x2 + 2 non ha radici in Z5, ma ne ha in Z3 ([1] è una radice) ed anche in
Z11[x] ([3] è una radice).
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Polinomi a coefficienti in un campo

In C[x] vale il

TEOREMA (fondamentale dell’Algebra) - Ogni polinomio di grado n ≥ 1 in
C[x] è prodotto di n polinomi di primo grado a coefficienti in C, più
precisamente, se a(x) ha grado n e coefficiente direttore an = k, si ha

a(x) = k(x− ξ1)(x− ξ2) · · · (x− ξn),

ove ξ1, ξ2, . . . , ξn sono le radici complesse(non necessariamente distinte tra
loro) di a(x).

Di conseguenza in C[x] gli unici polinomi irriducibili sono quelli di primo
grado.

In R[x] si ha invece:

TEOREMA - Gli unici polinomi irriducibili di R[x] sono quelli di primo
grado e quelli di secondo grado della forma ax2 + bx + c con
discriminante ∆ = b2 − 4ac negativo.
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Polinomi a coefficienti in un campo

Ad esempio, la fattorizzazione in irriducibili di x3 + 1 in R[x] è

x3 + 1 = (x + 1)(x2 − x + 1),

mentre quella in C[x] è

x3 + 1 = (x + 1)(x− (
1
2
− i

2

√
3))(x− (

1
2

+
i
2

√
3)).

Come altro esempio, la fattorizzazione in irriducibili di 4x4 + 7x2− 2 in R[x] è

4x4 + 7x2 − 2 = (2x + 1)(2x− 1)(x2 + 2) = 4(x +
1
2

)(x− 1
2

)(x2 + 2),

mentre quella in C[x] è

4x4 + 7x2 − 2 = 4(x +
1
2

)(x− 1
2

)(x− i
√

2)(x + i
√

2).
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