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Operazioni in un insieme

Un’operazione (o legge di composizione) in un insieme A è un’applicazione

∗ : A× A→ A, (a, b) 7→ a ∗ b.

ESEMPI

Ad esempio la somma + è un’operazione nell’insieme N = {1, 2, 3, . . . } dei
numeri naturali, la differenza − è un’operazione nell’insieme Z, ma non in N.

Il prodotto · è un’operazione in N,Z,Q, la divisione : è un’operazione in
Q \ {0}, ma non in N o Z.

L’ intersezione ∩ e l’unione ∪ sono operazioni nell’insieme P(A) delle parti
di un insieme A.
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Operazioni in un insieme

Proprietà delle operazioni

Un’operazione ∗ : A× A→ A si dice

associativa se ∀a, b, c ∈ A si ha (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c);
commutativa se ∀a, b ∈ A si ha a ∗ b = b ∗ a.

ESEMPI

Le operazioni di somma e di prodotto in N,Z e Q sono sia associative che
commutative.

La differenza in Z e Q non è associativa (ad esempio (10− 5)− 3 = 2 mentre
10− (5− 3) = 8) e non è nemmeno commutativa 3− 2 6= 2− 3.
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Operazioni in un insieme

La media aritmetica

� : Q×Q→ Q (a, b) 7→ a � b =
a + b

2

è commutativa, ma non associativa ((16 � 20) � 4 = 18 � 4 = 11, mentre
16 � (20 � 4) = 16 � 12 = 14.

Lo stesso accade per

� : Z× Z→ Z (a, b) 7→ a� b = a2 + b2.

Vedremo tra poco esempi di operazioni associative e non commutative.
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Operazioni in un insieme

Sia ∗ un’operazione in A.

Un elemento es ∈ A si dice elemento neutro a sinistra, o unità sinistra, se
∀a ∈ A, si ha es ∗ a = a.

Un elemento ed ∈ A si dice elemento neutro a destra, o unità destra, se
∀a ∈ A, si ha a ∗ ed = a.

Un elemento e ∈ A si dice elemento neutro, o unità, se ∀a ∈ A, si ha
e ∗ a = a ∗ e = a.

ESEMPI

L’operazione di somma in N,Z e Q ha 0 come elemento neutro.

L’operazione di prodotto in N,Z e Q ha 1 come elemento neutro.

L’operazione di differenza in Z non ha elemento neutro a sinistra, mentre ha 0
come elemento neutro a destra.
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Operazioni in un insieme

Sia ∗ un’operazione in A dotata di elemento neutro e e si fissi un elemento
a ∈ A.

Un elemento as ∈ A si dice inverso a sinistra di a, se as ∗ a = e.

Un elemento ad ∈ A si dice inverso a destra di a, se a ∗ ad = e.

Un elemento a ∈ A si dice inverso di a, se a ∗ a = a ∗ a = e.

ESEMPI

L’operazione di somma in Z e Q ha 0 come elemento neutro. Ogni elemento a
ammette inverso −a (ossia l’opposto di a.)

L’operazione di prodotto in Z ha 1 come elemento neutro. Gli unici elementi
in Z che ammettono inverso sono +1 e −1.

L’operazione di prodotto in Q ha 1 come elemento neutro. Ogni elemento
a 6= 0 in Q ammette inverso 1

a .
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Operazioni in un insieme

Sia ∗ un’operazione in A.

PROPOSIZIONE - Se ∗ è dotata di elemento neutro e, tale elemento è
univocamente determinato (ossia un’operazione non può ammettere più di un
elemento neutro).

Dimostrazione - Supponiamo che e1 e e2 siano elementi neutri. Si ha

e1 ∗ e2 = e1 e2 ∗ e1 = e2,

(la prima uguaglianza vale perché e2 è un elemento neutro, la seconda perché
e1 è un elemento neutro). Pertanto e1 = e2.
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Operazioni in un insieme

PROPOSIZIONE - Se ∗ è associativa e dotata di elemento neutro e, un
elemento a ∈ A ha al più un elemento inverso.

Dimostrazione - Supponiamo che a1 e a1 siano elementi inversi di a. Per
l’associatività di ∗ si ha

(a1 ∗ a) ∗ a2 = a1 ∗ (a ∗ a2).

Però, per definizione di inverso si ha

(a1 ∗ a) ∗ a2 = e ∗ a2 = a2, a1 ∗ (a ∗ a2) = a1 ∗ e = a1.

Pertanto a1 = a1.
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Operazioni in un insieme

Le operazioni tra classi di resti

Le operazioni +, · in Z sono compatibili con la relazione di congruenza
modulo n, ovvero,

se a ∼ b (mod n) e a′ ∼ b′ (mod n)
allora
a + a′ ∼ b + b′ (mod n) e
a · a′ ∼ b · b′ (mod n).

Verifichiamolo, ad esempio, nel caso del prodotto.

Nelle ipotesi di sopra, si ha

a = b + hn (h ∈ Z) e a′ = b′ + kn (k ∈ Z).

Allora

aa′ = (b + hn)(b′ + kn) = bb′ + (hb′ + kb + n)n, (hb′ + kb + n ∈ Z).
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Operazioni in un insieme

Sono allora ben definite le operazioni

+ : Zn × Zn → Zn, ([a], [b]) 7→ [a + b]

e
· : Zn × Zn → Zn, ([a], [b]) 7→ [a · b]

Tavole di composizione di + e · in Z5

+ 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 4
1 1 2 3 4 0
2 2 3 4 0 1
3 3 4 0 1 2
4 4 0 1 2 3

· 0 1 2 3 4
0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4
2 0 2 4 1 3
3 0 3 1 4 2
4 0 4 3 2 1
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Operazioni in un insieme

L’operazione di somma + in Zn è associativa e commutativa. Inoltre ammette
elemento neutro [0] e ogni classe [a] ∈ Zn ammette come inverso la classe
opposta −[a] = [−a].

L’operazione di prodotto · in Zn è associativa, commutativa e ammette
elemento neutro [1].

Non tutti gli elementi di Zn ammettono inverso rispetto al prodotto. Ad
esempio, nel caso n = 4, dalla tavola riportata sotto, si evince che [0] e [2] non
hanno inverso.

· 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1
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Gruppi

Monoidi e gruppi

Un monoide (M, ∗) è un insieme M dotato di una operazione ∗ t.c.

1) ∗ è associativa;
2) ∗ è dotata di elemento neutro e.

ESEMPI -

(N,+) è un monoide con elemento neutro 0.

(Z, ·) è un monoide con elemento neutro 1.

Un gruppo è un monoide in cui tutti gli elementi ammettono inverso, ossia,
espicitamente, si ha:
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Gruppi

un gruppo (G, ∗) è un insieme G dotato di una operazione ∗ t.c.

1) (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z), ∀x, y, z ∈ G (∗ è associativa)
2) ∃e ∈ G t.c. e ∗ x = x ∗ e = x, ∀x ∈ G (∃ elemento neutro e)
3) ∀x ∈ G, ∃x−1 ∈ G t.c. x ∗ x−1 = x−1 ∗ x = e (ogni x ammette

inverso).

Un gruppo si dice abeliano o commutativo se verifica anche

4) x ∗ y = y ∗ x, ∀x, y ∈ G (∗ è commutativa)

ESEMPI:

(Z,+) è un gruppo abeliano.

Anche (Q,+), (Zn,+),∀n sono gruppi (abeliani).

I monoidi (N,+) e (Z, ·), (Q, ·), (Z4, ·) non sono gruppi
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Gruppi

Posto Q∗ = Qr {0}, Z∗n = Zn r {0}, si ha
(Q∗, ·) è un gruppo abeliano in cui l’elemento neutro è 1 e l’inverso di p

q
è q

p .

Anche (Z∗3, ·) è un gruppo (verificarlo).
(Z∗4, ·) no. Perché?
R (insieme dei numeri reali) e C (insieme dei numeri complessi) sono
gruppi abeliani rispetto alla somma.
R∗ = Rr {0}, e C∗ = Cr {0}, sono gruppi abeliani rispetto al
prodotto.
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Gruppi

Proprietà elementari dei gruppi:

in un gruppo l’elemento neutro è unico;

in un gruppo ogni elemento ha un unico inverso;

legge di cancellazione (a ∗ b = a ∗ c⇒ b = c, a ∗ b = c ∗ b⇒ a = c);

∀a, b ∈ G l’equazione a ∗ x = b ha una ed una sola soluzione (idem
per x ∗ a = b )
(a ∗ b)−1 = b−1 ∗ a−1,∀a, b ∈ G;

(a−1)−1 = a, ∀a ∈ G;
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Gruppi

In un gruppo si possono definire le potenze di un elemento, ponendo:

a0 = e

a1 = a

am = a ∗ a ∗ a · · · ∗ a (m ≥ 1 volte)

a−m = a−1 ∗ a−1 ∗ a−1 · · · ∗ a−1 (m ≥ 1 volte),

(per l’associatività di ∗ non è necessario mettere le parentesi per specificare
l’ordine dei prodotti.

Si ha

am ∗ an = am+n, (am)n = am∗n.

N.B. In generale non si ha (a ∗ b)n = an ∗ bn (vale se ∗ è commutativa).
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Gruppi

Sottogruppi

Sia (G, ∗) un gruppo e H un sottoinsieme non vuoto di G. H è un sottogruppo
di G se

1) ∀x, y ∈ H ⇒ x ∗ y ∈ H ( H è chiuso rispetto all’operazione ∗);
2) l’elemento neutro e di G appartiene a H;
3) ∀x ∈ H, x−1 ∈ H.

ESEMPI

In (Z,+), l’ insieme dei numeri pari è un sottogruppo.

In (Q,+), (Z,+) è un sottogruppo.
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Gruppi di permutazioni

Sia J3 = {1, 2, 3}.

Una permutazione su tre elementi è un’applicazione biunivoca

σ : J3 → J3.

Le permutazioni su tre elementi sono 6:

id =
( 1 2 3

1 2 3

)
, α =

( 1 2 3
2 3 1

)
, β =

( 1 2 3
3 1 2

)
,

γ =
( 1 2 3

2 1 3

)
, δ =

( 1 2 3
3 2 1

)
, ε =

( 1 2 3
1 3 2

)
.
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Gruppi di permutazioni

L’insieme S3 delle permutazioni su tre elementi, con l’ operazione di
composizione ◦, è un gruppo (non abeliano).

Ad esempio si ha α ◦ γ = δ, γ ◦ α = ε.

S3 viene detto gruppo simmetrico su tre elementi.

Le permutazioni α e β permutano ciclicamente i tre elementi:

1 α−→ 2 α−→ 3 α−→ 1 α−→ 2 . . . , 1
β−→ 3

β−→ 2
β−→ 1

β−→ 3 . . .

Per questo α e β saranno chiamate cicli di lunghezza 3.

Le permutazioni γ, δ, ε invece scambiano tra loro due elementi, per questo
saranno chiamate scambi o cicli di lunghezza 2.
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Gruppi di permutazioni

In modo analogo si introduce il gruppo simmetrico Sn i cui elementi sono le
permutazioni (applicazioni biunivoche) di Jn = {1, 2, 3, · · · , n} in sè, con
l’operazione di composizione.

Un elemento σ ∈ Sn sarà rappresentato così:

γ =

(
1 2 3 . . . n

σ(1) σ(2) σ(3) . . . σ(n)

)
,

Il gruppo Sn ha cardinalità n! (n fattoriale).

Una permutazione σ ∈ Sn si dice ciclo di lunghezza k (con k ≤ n) se
permuta ciclicamente k elementi di Jn = {1, 2, . . . , n} e lascia invariati i
restanti n− k elementi.

Se gli elementi che sono permutati sono

a1
σ−→ a2

σ−→ a3
σ−→ . . . ak−1

σ−→ ak
σ−→ a1

il ciclo viene denotato con σ = (a1a2a3 . . . ak).
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Gruppi di permutazioni

Ad esempio, nel caso n = 3 si ha α = (123), β = (132), γ = (12), δ = (13) e
ε = (23).

Un ciclo di lunghezza 2 viene anche detto scambio.

Due cicli si dicono disgiunti se operano su insieme disgiunti di elementi.

OSSERVAZIONE - Se σ e ω sono cicli disgiunti si ha σ ◦ ω = ω ◦ σ.

TEOREMA - Ogni permutazione di Sn può essere scritta (in modo unico a
meno dell’ordine) come prodotto (composizione) di cicli disgiunti.

Ad esempio

γ =
( 1 2 3 4 5

2 4 5 1 3

)
= (1, 2, 4) ◦ (3, 5)
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Gruppi di permutazioni

TEOREMA - Ogni permutazione di Sn può essere scritta come prodotto
(composizione) di scambi.

In questo secondo caso la scrittura non è unica (non lo è nemmeno il numero
dei fattori).
Ad esempio

γ =
( 1 2 3 4 5

2 4 5 1 3

)
= (3, 5) ◦ (1, 4) ◦ (1, 2),

ma anche, ad esempio,

γ =
( 1 2 3 4 5

2 4 5 1 3

)
= (1, 4) ◦ (1, 3) ◦ (2, 3) ◦ (5, 3) ◦ (1, 5).
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Gruppi ciclici

Sia (G, ∗) un gruppo e a ∈ G.

L’insieme < a >= {an | n ∈ Z} è un sottogruppo di G che viene detto
sottogruppo ciclico generato da a.

Se < a >= G, si dice che G è un gruppo ciclico (generato da a).

ESEMPI

Nel caso del gruppo (Z,+), preso a = 3, si ha
< 3 >= {. . . ,−6,−3, 0, 3, 6, . . . }, mentre nel caso a = 1, si ha < 1 >= Z.
Anche nel caso a = −1, si ha < −1 >= Z.

Z è un gruppo ciclico (generato da 1, oppure da −1).

Nel caso del gruppo (Z6,+), preso a = [2], si ha < [2] >= {[2], [4], [0]},
mentre nel caso a = [1], si ha < [1] >= Z6.

Z6 è un gruppo ciclico (generato da [1]).

Esercizio: Esiste un’altra classe (oltre a [1]) che generi (Z6,+)?
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Gruppi ciclici

Sia (G, ∗) un gruppo e a ∈ G.

Se < a > è un insieme finito di cardinalità k, si dice che a ha periodo k.
Altrimenti si dice che a ha periodo infinito.

ESEMPI

Nel caso del gruppo (Z6,+), si ha

< [1] >= Z6, quindi [1] ha periodo 6;

< [2] >= {[2], [4], [0]},quindi [2] ha periodo 3.

Nel caso del gruppo di permutazioni S3, si ha

< (12) >= {(12), id)}, quindi (12) ha periodo 2;

< (123) >= {(123), (132), id} quindi (123) ha periodo 3.
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Omomorfismi di gruppi
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Omomorfismi di gruppi

Siano (G, ∗) e (Γ, •) due gruppi.

Un’applicazione f : G→ Γ si dice omomorfismo (di gruppi) se "preserva
l’operazione" ossia se

∀a, b ∈ G, si ha f (a ∗ b) = f (a) • f (b).

Un omomorfismo biunivoco viene detto isomorfismo.

Nel caso (G, ∗) = (Γ, •) un omomorfismo viene anche detto endomorfismo e
un isomorfismo viene anche detto automorfismo.
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Omomorfismi di gruppi

ESEMPI

L’applicazione f : Z→ Z definita da f (n) = n + 1 non è un
omomorfismo di (Z,+) in sè.
Infatti, ad esempio, f (3 + 6) = f (9) = 10, mentre
f (3) + f (6) = 4 + 7 = 11.

L’applicazione f : Z→ Z definita da f (n) = 3n è un omomorfismo di
(Z,+) in sè (endomorfismo).
Infatti, f (x + y) = 3(x + y), e f (x) + f (y) = 3x + 3y = 3(x + y).

l’applicazione f : Z→ Zn definita da f (a) = [a]n è un omomorfismo.
Infatti si ha,

f (a + b) = [a + b]n = [a]n + [b]n = f (a) + f (b).
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Omomorfismi di gruppi

Sia C l’insieme dei numeri complessi e si consideri il sottoinsieme
U = {1,−1, i,−i} ⊆ C.

U è un gruppo rispetto al prodotto · di numeri complessi (è un sottogruppo del
gruppo (C∗, ·).

L’applicazione f : Z4 → U definita da
f ([0]) = 1, f ([1]) = i, f ([2]) = −1, f ([3]) = −i, è un isomorfismo
tra (Z4,+) e (U, ·) : per verificarlo si possono confrontare le rispettive tabelle:

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

· 1 i -1 -i
1 1 i -1 -i
i i -1 -i 1

-1 -1 -i 1 i
-i -i 1 i -1

(Z4,+) è un gruppo ciclico (generato da [1]), (U, ·) è un gruppo ciclico
(generato da i).
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Omomorfismi di gruppi

Nella lezione introduttiva avevamo visto questa figura

e avevamo detto che la diversità tra le figure A,D,F e le figure B,C,E
dipendeva da una struttura algebrica: la struttura di gruppo.

Il gruppo di cui si tratta è il cosiddetto gruppo di simmetria della figura, ossia
il gruppo delle trasformazioni isometriche (movimenti rigidi, congruenze) del
piano che mutano la figura in sè. Nel caso delle figure B,C e E il gruppo è
ciclico di ordine 4, nel caso delle figure A,D e F il gruppo ha quattro elementi
tutti (salvo l’identità) di periodo 2.
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Omomorfismi di gruppi

Ecco le tabelle moltiplicative dei gruppi di simmetria del rettangolo (non
quadrato) e del triangolo equilatero (individuare il significato dei simboli σi e
ρ nei due rispettivi casi!).

◦ id σ1 σ2 ρ
id id σ1 σ2 ρ
σ1 σ1 id ρ σ2
σ2 σ2 ρ id σ1
ρ ρ σ2 σ1 id

◦ id ρ ρ2 σ1 σ2 σ3
id id ρ ρ2 σ1 σ2 σ3
ρ ρ ρ2 id σ2 σ3 σ1
ρ2 ρ2 id ρ σ2 σ3 σ1
σ1 σ1 σ3 σ2 id ρ2 ρ
σ2 σ2 σ1 σ3 ρ id ρ2

σ3 σ3 σ2 σ1 ρ2 ρ id
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