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Applicazioni lineari

Applicazioni lineari

Siano V, W spazi vettoriali sullo stesso campo K. Consideriamo
un’applicazione f : V — W.

Si dice che f € lineare (0 K-lineare) seV u,v € V, VA, u e Ké:

Ju A+ pv) =X fu) +p-f(v),
cio¢ f conserva le combinazioni lineari.
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Esempi di applicazioni lineari

V'V spazio vettoriale, si pud considerare 1’applicazione identica

idy :' V —V; TDapplicazione identica ¢ lineare.

VYV, W, sipud considerare 0 : V. — W,y — Q.

L’applicazione nulla ¢ lineare.

sia V uno spazio vettoriale su K e B = {by,...,b,} una sua base
(ordinata: qui e nel seguito parlando di base sottointenderemo sempre
che lo sia); I’applicazione

(I)B : V- K"
definita da
Al
A2
@B(V) = e
M

se v= Ab; + A\2by + - - - + \;b,, ¢ lineare.
®p associa ad ogni vettore le sue componenti rispetto alla base B (dette
anche coordinate nella base B).
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Applicazioni lineari

o V=K"W=K"Aec Maty,,(K), Ly : K" — K", x—A-x
(prodotto riga per colonna)

L’ applicazione L, viene detta applicazione associata alla matrice A e,
per le proprieta del prodotto riga per colonna, ¢ lineare.

Se A € Mat,, ,(K) e B € Mat, ,(K), allora si hanno le applicazioni
Ly : K" — K"e Ly : KP — K" per cui si pud considerare la
composizione L4 o Lp : KP — K™. Risulta

LoolLg=1Lap

cioe I’applicazione composta L4 o Lg € 1’applicazione associata alla
matrice A - B € Mat,, , prodotto riga per colonna di A per B.

Se I = I,, € Mat,, & la matrice identica, allora L; : K™ — K™ ¢
I’applicazione identica.
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Applicazioni lineari

Proprieta delle applicazioni lineari

Siano V, W, Z spazi vettoriali sul campo K.
D) f(0y) =0y

2) g: W —Z.Sef,gsonolineari = gof : V — Z ¢ lineare.

3) Sef & biunivoca, I’applicazione inversa dif, f~' : W — V & lineare.

TEOREMA - Siano V e W spazi vettoriali su K. Sia B = {by,...,b,} una
base di V e siano wy, ..., w, € W vettori comunque presi. Allora esiste una
ed una sola applicazione lineare ¢ : V — W tale che

gb(b,) = Wi,Vi: 1,...,}’1

Cristina Turrini (UNIMI - 2018/2019) Elementi di Algebra Lineare 6/49




Nucleo e immagine di un’applicazione

index

© Nucleo e immagine di un’applicazione

Turrini (UNIMI 8/2019) Elementi di Algebra Lineare 7/49



Nucleo e immagine di un’applicazione

Nucleo e immagine di un’applicazione lineare

Siano V, W spazi vettoriali su un campo K e siaf : V — W lineare.

Si dice nucleo di f e si indica con ker(f) I’insieme dei vettori di V che hanno
per immagine il vettore nullo.

ker(f) = {v € V|[f(v) = Oy}

Si dice immagine di f e si indica con Im(f) I’'usuale immagine
dell’applicazione.

Im(f) ={we WFveV:f(v)=w}

Tanto ker(f) C V, quanto Im(f) C W sono sottospazi.
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Teorema della nullita + rango

PROPRIETA f ¢ iniettiva se e solo se ker(f) = {0y} , ossia f & iniettiva se e
solo se dim(ker(f)) = 0.

f & suriettiva se e solo se Im(f) = W, ossia f & suriettiva se e solo se
dim(Im(f)) = dim(W).

TEOREMA (della nullita + rango o delle dimensioni)- Siano V, W spazi
vettoriali f.g. su un campo K, e siaf : V — W lineare. Si ha:

(%) dim(V) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)).

ESERCIZIO - V, W f.g. . f : V — W lineare. Se dim(V) = dim(W), allora f &
iniettiva se e solo & suriettiva.
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Isomorfismo di spazi vettoriali
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Isomorfismo di spazi vettoriali

Un’applicazione lineare biunivoca si dice isomorfismo.

ESEMPI

@ idy : V — V & un isomorfismo.

@ se A ¢ una matrice quadrata m x m invertibile, allora L4 : K" — K" & un
isomorfismo e 1’applicazione inversa di Ly & (L)™' = L,

o fissata una base B = {by, by, ..., b,} I'applicazione
CI’B V- K"

definita in precedenza (e che associa ad ogni vettore le sue coordinate
nella base B3) € un isomorfismo.
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Isomorfismo di spazi vettoriali

Siano V, W spazi vettoriali su un campo K. Si dice che V e W sono isomorfi, e
si scrive V ~ W, se esiste un isomorfismo f : V — W.

La relazione di isomorfismo ¢ di equivalenza (verificarlo).

TEOREMA - Due spazi vettoriali f.g. V e W sullo stesso campo K sono
isomorfi se e solo se hanno la stessa dimensione.

Tutti gli spazi vettoriali di dimensione 7 sono isomorfi a K”".
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La matrice rappresentativa
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La matrice rappresentativa

Proprieta della trasformazione Ly

Sia A € Mat,, ,(K), siano K", K™ spazi vettoriali. Abbiamo visto che si pud
costruire L4 : K" — K" lineare, x — A - x = y.

Si ha:

o kerly ={xeK":Ly(x) =0 K"} ={xeK":A-x=0} =
{soluzioni del sistema omogeneo A - x = 0}.

anxy+ -+ apx, =0

Q1 X1 + -+ Xy = 0

o Imly ={ycK": IxeK':y=L4(x)} ={yecK":Ix:A - x=y} =
{termini noti che rendono risolubile il sistema riportato qui sotto}

Q11x] + 0+ Xy = Y1

am1X1 + -+ QnXn = Ym
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La matrice rappresentativa

X1 a1 X

X2 Q21 Qop
S I D R

Xn Qm1 Qmn

I vettori colonna di A sono generatori di ImLj,.

Elementi di Algebra Lineare 15/49



Costruzione della matrice rappresentativa

Siano V, W spazi vettoriali sul campo K, con dim V = n, dim W = m, e siano
A={a,,...,a,} unabase (ordinata) di V,e B = {b,,...,b,,} una base
(ordinata) di W.

Scriviamo i vettori f(a, ), . . .,f(a,) € W come combinazioni lineari dei
vettori della base B :

fla)) = anb; +a2by + - + amb,
flay) = anb; + anby + -+ amb,,

f(Qn) = O‘lnbl + Oéznbz + -+ Oémnbm
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La matrice rappresentativa

Costruiamo la matrice A € Mat,, ,(K) le cui colonne sono le coordinate dei
vettori f(a, ) nella base B:

oy Qi ot Qp
Qp1 Q2 v Qo
A=
AUml Qg2 - Opp
Essenzialmente si ha f 7=" La.

Ossia, se x & il vettore delle coordinate di v nella base A e y ¢ il vettore delle
coordinate di f(v) nella base Brisultay = A - x.

Ricapitolando:
o tutti gli spazi vettoriali f.g. sono del tipo K”;
o tutte le applicazioni lineari tra spazi vettoriali f.g. sono del tipo Ly.
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Definizione di determinante

D’ora in poi supporremo sempre che sia K = Q, R, oppure C.

Sia o : J, — J,, una permutazione su J, = {1,2,3,...,n}.

) 1 2 3 - n
7\ o(l) a(2) o(3) - a(n) )
Si dice che o & di classe pari (rispett. dispari) se & prodotto di un numero pari

(rispett. dispari) di scambi.

ESEMPI ( 1 i1 ) & di classe pari, (

dispari.

—_——

% 3 j)édiclasse

Si dimostra che la definizione di classe pari e dispari ¢ ben posta, ovvero non
dipende dal modo con cui o si ottiene come composizione di scambi.
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Data o € S, (gruppo simmetrico su n elementi), definiamo

£(o) = +1 se o ¢ pari,
977\ =1 seo e dispari.

Sia A € Mat, ,(K), A = (jj)i=1,... n. Si definisce determinante di A:

j=1,...n

(¥) detA = &(0)@15(1)020(2) *** Uno(n)-

O'GSn
Esso ¢ composto da n! addendi.

Ciascun addendo contiene uno ed un solo fattore preso da ciascuna riga e
ciascuna colonna (o ¢ biunivoca).
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11 determinante

@ Cason =2.

leY o . 1 2
AZ(a;i a;;) SQZ{O'lzld,O'QZ(Z 1>} 8(0’1):1

detA = +a4,(1) - Q20,(2) — Moy(1) * X20,(2) = Q11022 — Q1202
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@ Cason = 3.

ajp @2 og3
A= Q21 Qi Q3 #53 = 3! =6
Q3] Q3 (33

det(A) = ajjaa33 + appasas; + apzaziasn

—2021(33 — (302031 — (X1 (3033
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Data la matrice A € Mat,, ,(K), indichiamo con A ... A" le colonne di A
econAyy,...,Ay) lerighediA :
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Proprieta del determinante

Siano A, B € Mat, ,(K).
1) det(AT) = detA;

2) scambiando tra loro due colonne, il determinante cambia (solo) il segno
(idem per le righe) (il determinante ¢ alternante)

det((..., D, AD .. ) = —det((...AD, ... AD, .. )

3) il determinante ¢ lineare in ogni colonna, fissate le altre n — 1 colonne
(idem per le righe) (il determinante ¢ multilineare);

det((...,AB+puC...)) = Xdet((...,B,...,)) + pdet((...,C,...)));
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4) sia I = I,, la matrice identica, det/ = 1;

5) (teorema di Binet) det(A - B) = detA - detB;

6) le colonne di A sono 1.d. se e solo se detA = 0 (idem per le righe);
7) det(AA) = N'detA (A € K);

8) A ammette inversa A~! se e solo se det(A) # 0, e inoltre, se det(A) # 0,

si ha det(A™1) = de[]( -
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Sottomatrici e minori
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Sottomatrici e minori

Sia M € Mat,, , una matrice con m righe e n colonne.

Si dice sottomatrice di M una qualsiasi matrice che si ottiene cancellando da
M alcune righe (eventualmente nessuna) e alcune colonne (eventualmente
nessuna).

Si dice minore di M il determinante di una sua qualsiasi sottomatrice quadrata.
Se A = (a;j) € Mat,, ¢ una matrice quadrata, si dice minore complementare
dell’elemento ay il determinante della sottomatrice M;; di A che si ottiene

cancellando la righa A—esima e la colonna k—esima.

Si dice complemento algebrico (o cofattore) dell’elemento ap il numero
A,‘j = (—I)H—J detM,-j e K.
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Sottomatrici e minori

TEOREMA (I teorema di Laplace - Data A € Mat, ,(K), &
(per la i-esima riga):

detA = ajjAil + apAp + - + QipAin;
(per la j-esima colonna):

detA = ajAj + ajlyj + - - - + Ay

Turrini (UNIMI - 2018/2019) Elementi di Algebra Lineare 28/49



Sottomatrici e minori

11 I teorema di Laplace fornisce una metodo (di tipo ricorsivo) per il calcolo
del determinante.

Ad esempio, nel caso n = 3, per la prima riga si ha:

a1 app a3
det| a1 axn a3 | =
as1 azyp  as;

az a;s a; a3 a; axn
a det( )—a det( >—|—a det( )
1 asz ass 12 aszy ass 13 azr azx

(il calcolo di determinanati k£ X k viene ridotto a quello di determinanti
(k—1) x (k—1)).
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Spazio delle righe e spazio delle colonne

Data una matrice M € Mat,, ,, si dice rango per righe di M la dimensione del
sottospazio R(M) =< M(Tl), ..., M1 >C K" generato dalle righe di M

(pit precisamente si tratta del sottospazio di K" generato dai vettori colonna
che si ottengono trasponendo le righe di M).

Analogamente si dice rango per colonne di A la dimensione del sottospazio
C(M) =< MY, ... M" >C K" generato dalle colonne di M.

11 rango per colonne dim(C(M)) e il rango per righe dim(R(M)) di una
matrice M sono uguali tra loro e coincidono con la caratteristica (o rango)
r(M) di A (numero di righe non nulle di una riduzione a scalini di M)

dim(R(M) = dim(C(M)) = r(M).
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Sottomatrici e minori

L’uguaglianza "rango per righe = rango per colonne" ¢ conseguenza di un
ulteriore significato della nozione di rango:

il rango r di una matrice M & il massimo ordine (M) di minori non nulli
estratti dalla matrice M,

ossia

M ha rango r se e solo se esiste un minore non nullo » x r di M e tutti i minori
s x sdi M, cons > r, sono nulli.

na Turrini (UNIMI - 2018/2019) Elementi di Algebra Lineare 31/49



Sottomatrici e minori

Reinterpretazione del teorema di nullita + rango in termini di sistemi lineari.

Il teorema di Rouché Capelli, per un sistema omogeneo (che ha sempre
soluzioni) dice che: la dimensione dello spazio S delle soluzioni del sistema
A - x = 0 di m equazioni in n incognite con rango di A uguale a r verifica

dim(S) =n—r.

Il teorema di nullita + rango dice che la dimensione ker(L, ) del nucleo
dell’applicazione L, verifica

dim(ker(Ly)) =n—r.

D’altra parte sappiamo che & ker(L4) = S.
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Sottomatrici e minori

Metodo di Kronecker (o dei minori orlati) per il calcolo della caratteristica.
Si cerca un minore non nullo, diciamo & x &, di M.

Si considerano tutti i minori (h+ 1) x (h+ 1) che "orlano" il minore 4 x h di
cui sopra.

Se tutti questi minori sono nulli, il rango di A & A, altrimenti il rango & almeno
h+ 1 ed esiste un minore (2 + 1) x (h + 1) non nullo.

Si considerano tutti i minori (A + 2) x (h + 2) che "orlano" il minore
(h+1) x (h+ 1) di cui sopra, ...
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Endomorfismi diagonalizzabili

Siano ora V f.g. con dim(V) =nef : V — V un’applicazione lineare
(un’applicazione lineare di uno spazio vettoriale in s¢ stesso viene detto
operatore 0 endomorfismo).

PROBLEMA - Esiste una base B = {v,,...,y,} di V tale che la matrice A
rappresentativa di f rispetto a tale base (sia in dominio che in codominio) sia
diagonale

A0 0
0 X\ 0

A= o ?
0 0 ... A

Se la risposta ¢ affermativa I’operatore f viene detto diagonalizzabile e la base
B viene detta diagonalizzante.

OSSERVAZIONE - I vettori di una base diagonaliizante verificano:

f(yj):Aij; Vi=1,...,n
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Autovalori e autovettori

Un vettore non nullov € V, v £ 0 viene detto autovettore per f se esiste
A € Ktale che f(v) = Av.

Lo scalare X\ (che € univocamente associato a v) viene detto autovalore
relativo all’autovalore .

Una immediata conseguenza delle considerazioni fatte sopra ¢ il

TEOREMA - Un endomorfismo f ¢ diagonalizzabile se e solo se esiste una
base di V interamente costituita da autovettori di f.

Sia A & un autovalore di f. Consideriamo I’insieme A (f) degli autovettori di f
relativi a \.

L’ insieme

VA(f) = Ax(f) U {0}

¢ un sottospazio di V (verificarlo) detto autospazio relativo all’autovalore .
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Qualche esempio nel caso di Vecty(IR?)

OSSERVAZIONE - Un autovettore, nel caso dei vettori geometrici, € un
vettore trasformato in un vettore parallelo.

Riflessione rispetto alla retta r.

N fv)

e
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Autovalori e autovettori

Nella riflessione rispetto alla retta r gli autovettori sono i vettori di  (con
autovalore 1) e i vettori ortogonali a r (con autovalore —1).

N fv)
-
2 r -
-
-
-
-
-
-
a -
-
0
-6 5 -4 3 -2 ,a‘—u 2 3 4 5 6 7 8
-
-

\
1
S
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Autovalori e autovettori

Proiezione ortogonale sulla retta 7.

IS

Nella proiezione ortogonale sulla retta r gli autovettori sono i vettori di r (con
autovalore 1) e i vettori ortogonali a r (con autovalore 0).
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Autovalori e autovettori

Rotazione di un angolo « attorno O.

f(v)

IS

Se a non ¢ congruo 0 o a 7w (mod. 27), la rotazione di un angolo « attorno O
non ammette autovettori.
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Matrici diagonalizzabili

Le nozioni di diagonalizzabilita, autovalori, autovettori introdotte per gli
endomorfismi si trasferiscono alle matrici quadrate:

@ una matrice quadrata n x n A & diagonalizzabile se lo & I’endomorfismo
Ly : K" — K",

@ un autovettore di A ¢ un vettore non nullo x € K" tale che A - x = Ax;

@ lo scalare A viene detto autovalore della matrice A.
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Autovalori e autovettori

Sia f un endomorfismo di V f.g., con dim(V) = n.
Problema: ricerca (se esiste) di una base di autovettori.
TEOREMA - Se Ay, ..., A\t sono autovettori di f distinti tra loro, e v, ..., v,

sono autovettori relativi a Ay, . .., Ag (respett.), allora i vettori v, ..., v, sono
linearmente indipendenti.

COROLLARIO - Se f ha n = dim(V) autovalori distinti, allora &
diagonalizzabile.
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11 polinomio caratteristico
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11 polinomio caratteristico

Sia f un endomorfismo di V (dim(V) = n).

OSSERVAZIONE - )\ € K ¢ un autovalore di f se e solo se esiste
v € ker(f — Aidy),v # 0.

OSSERVAZIONE - Se A € K ¢ un autovalore di f allora si ha
Va(f) = ker(f — Aidy).
In particolare, se A = 0 & un autovalore per f, allora Vy(f) = ker(f).

Siaora Bunabasedi Ve A = Mg(f ) la matrice rappresentativa di f rispetto
alla base B.

A € K ¢ un autovalore di f se e solo se f — Aidy non ¢ un isomorfismo se e
solo se A — AI, non ha rango massimo se e solo se det(A — A\l,) =0
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11 polinomio caratteristico

11 polinomio
app —t apn ce Aain
azy ay—t ... ayy
Pa(t) = det(A — tl,,) = det
anl ann s P |

viene detto polinomio caratteristico di A.

na Turrini (UNIMI - 2018/2019) Elementi di Algebra Lineare 45/49



Ricerca degli autovalori e autovettori

Sia f un endomorfismo di V (dim(V) = n). Per cercare autovalori e
autovettori di f;

@ Si considera una base 3 di V e si costruisce la matrice A = Mg(f )
rappresentativa di f rispetto alla base B.

@ Si calcola il polinomio caratteristico P4(7) e si determinano le sue radici
AL, -+ -5 Ax € K che sono gli autovalori di f.

@ Per ciascuno degli autovalori ); si risolve il sistema lineare
(A=Xlx=0

@ Le soluzioni x del sistema (A — A\;/)x = 0 sono le coordinate, nella base
B degli autovettori relativi a \;.
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Molteplicita algebrica e molteplicita geometr
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Molteplicita algebrica e molteplicita geometrica

Abbiamo visto che un autovalore A di f ¢ necessariamente una radice in K del
polinomio caratteristico Py (t) di f.

Sidice molteplicita algebrica  m,(\) dell’autovalore \ la sua
molteplicita come radice del polinomio P (t).

Se A & un autovalore di f, I’autospazio V) (f) non & lo spazio nullo. Si
definisce  molteplicita geometrica  mgy(A\)  dell’autovalore X la
dimensione dell’autospazio V) (f).
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Molteplicita algebrica e molteplicita geometrica

TEOREMA - Siano V uno spazio vettoriale f.g. sul campoKef : V — V un
endomorifismo. f & diagonalizzabile se e solo se
i) tutte le radici di Py(¢) sono in K;

i) per ogni autovalore A di f si ha mg(\) = mg(N).
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