
Tutorato di Algebra I - 8 Marzo 2010

Cardinalità, funzioni, relazioni di equivalenza e d'ordine

1. Sia S un insieme. Chiamiamo φS l'applicazione

φS : SS → SS

f 7→ f ◦ f.

(a) Stabilire il minimo k ∈ N tale che l'applicazione φ{1,2,...,k} non è suriettiva [iniettiva].

(b) Sia S in�nito. Stabilire se φS è suriettiva [iniettiva].

2. Stabilire per quali insiemi �niti S esiste una biiezione tra SS e P(S).

3. Siano S, T due insiemi e siano f, g due applicazioni tra S e T . Sia inoltre Ef,g il sottoinsieme
di S × S de�nito nel modo seguente:

Ef,g := {(x, y) ∈ S × S : f(x) = g(y)}.

(a) Dimostrare che se f = g, allora esiste sempre una funzione iniettiva S → Ef,g.

(b) Se f = g e f iniettiva, allora esiste una biiezione tra S e Ef,g?

(c) Se f = g ed esiste una biiezione tra S e Ef,g, allora f è iniettiva?

(d) Sia t ∈ T e sia g l'applicazione costante x 7→ t. Dimostrare che esiste una biiezione
tra Ef,g e f−1(t)× S.

(e) Sia S = T e sia f l'identità. Stabilire la cardinalità di Ef,g.

4. Sia ρ una relazione transitiva su un insieme S con almeno 2 elementi. Si considerino
inoltre le seguenti proprietà:

(I) Per ogni a, b, c,∈ S vale l'implicazione aρb, cρb⇒ aρc.

(II) Per ogni a ∈ S esiste un x ∈ S tale che aρx.

(III) ρ è simmetrica.

(a) Determinare, se esistono, elementi minimali per l'inclusione tra i sottoinsiemi C di
{(I),(II),(III)} per cui valga

C ⇒ ρ è equivalenza.

(b) Determinare, se esistono, elementi massimali per l'inclusione tra i sottoinsiemi C di
{(I),(II),(III)} per cui valga

ρ è equivalenza⇒ C.

5. Sia S un insieme, e sia R un sottoinsieme di S × S.

(a) Dimostrare che esiste una relazione di equivalenza E di S tale che R ⊆ E.

(b) Sia {Ei} una famiglia non vuota di relazioni di equivalenza su S. Dimostrare che⋂
iEi è una relazione di equivalenza su S.

(c) Stabilire se
⋃

iEi è sempre una relazione di equivalenza su S.
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(d) Dimostrare che l'intersezione di tutte le relazioni di equivalenza su S che contengono
R è ben de�nita, ed è la minima relazione di equivalenza rispetto all'inclusione che
contenga R. Viene detta relazione di equivalenza generata da R.

(e) Descrivere la relazione di equivalenza generata da R = ∅.
(f) Sia S in�nito. Si consideri l'insieme

T := {R ⊆ S × S : R genera la relazione d'equivalenza totale}.

Dimostrare che ogni R ∈ T è in�nito.

(g) Sia S = N e sia T come sopra. Esibire un elemento di T minimale rispetto all'inclu-
sione.

6. Ha senso, ispirandosi all'esercizio precedente, parlare di relazione d'ordine generata da un
sottoinsieme R di S × S?

7. Sia (K,+, ·) un campo e sia a ∈ K. Si consideri la relazione di equivalenza ∼a su K
generata dalle coppie

{(x, ax) : x ∈ K}.

(a) Dimostrare che se a = 0, la relazione ∼a è totale, mentre se a 6= 0, si ha x ∼a y se e
solo se esiste un k ∈ Z tale che x = yak.

(b) Se K = R e a = −1, si dimostri che l'applicazione

R≥0 → R/∼a

x 7→ [x]

è biiettiva.

(c) Dimostrare o confutare con controesempi le implicazioni seguenti.

K/∼a �nito ⇒ K �nito K �nito ⇒ K/∼a �nito
K/∼a in�nito num. ⇒ K in�nito num. K in�nito num. ⇒ K/∼a in�nito num.
K/∼a non num. ⇒ K non num. K non num. ⇒ K/∼a non num.

8. Sia (K,+, ·) un campo e sia a ∈ K. Si consideri la relazione di equivalenza ≈a su K
generata dalle coppie

{(x, x+ a) : x ∈ K}.

(a) Dimostrare che si ha x ≈a y se e solo se esiste un k ∈ Z tale che x = y + ka.

(b) Se K = R e a = 1, si dimostri che l'applicazione

[0, 1)→ R/≈a

x 7→ [x]

è biiettiva.

(c) Si fornisca un esempio per cui K/≈a è ridotto ad un elemento.

(d) Si fornisca un esempio per cui esiste una biiezione tra K/∼a e K/≈a.

(e) Per quali K, a esiste una biiezione tra la classe di equivalenza di 0 per ∼a e la classe
di equivalenza di 0 per ≈a?
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