TUTORATO DI ALGEBRA I - 15 MARzO 2010
MONOIDI, GRUPPI, ANELLI

1. Sia M un monoide finito con elemento neutro e. Dimostrare o confutare le seguenti

affermazioni?.

(a) Se un elemento x € M ¢ cancellabile a destra [sinistra|, allora 2™ ¢ cancellabile a
destra [sinistra] per ogni n € N.

(b) Se un elemento z € M & cancellabile a destra [sinistral, allora esiste un n € N tale che

" = e, quindi "' ¢ inverso di .

(c) M gode delle leggi di cancellazione a destra [sinistra| se e solo se & un gruppo.
(d) Se M & un gruppo e S C M ¢ un sottosemigruppo non vuoto, allora S & un gruppo.

2. Sia M un monoide. Dimostrare o confutare la seguente affermazione: M gode delle leggi
di cancellazione a destra se e solo se & un gruppo.

3. Sia k € Q\ {0}. Si consideri 'operazione in Ny x Q definita

(n1,q1) * (n2,q2) = (n1 + n2, k" q1 + q2)

(a) Per quali kla coppia (Ngx@, *) &€ un monoide? Per quali k& & un monoide commutativo?

(b) Per quali & il sottoinsieme {(0,zk"): = € Z,n € Ny} & un sottosemigruppo di
(No x Q, )7

4. Sia S un insieme e sia Sym(S) il gruppo delle applicazioni biiettive da S in S, con
I'operazione di composizione.

(a) Dimostrare che Sym(S) ¢ il massimo sottomonoide di S° che contenga idg e che sia
un gruppo rispetto alla composizione.

(b) Se S finito, allora per ogni f € Sym(.S) esiste un numero n € N tale che f" =idg? E
se S infinito?

¢) Se per f € Sym(S) esiste un numero n € N tale che = idg, allora 'insieme

() S f € Sym(S) esi N tale che f* = idg, allora Iinsi
{z €8: f(z) # x} é finito?

(d) Se per f € Sym(S) esiste un numero n € N tale che f" = idg, allora l'insieme
{f*(x): k € Ny} ¢ finito per ogni x € S? Vale il viceversa?

(e) (*) Sia f € Sym(S) e sia M € N. Supponiamo che per ogni x € S, l'insieme
{f*(z): k € Ng} abbia cardinalitd minore di M. Allora esiste un numero n € N
tale che f" =1idg?

5. Sia S = {1,2,3}. Sia G il sottoinsieme {f,g} di S% ove f(1) = f(2) = 1,f(3) = 3,
g9(1) = g(2) = 3, ¢g(3) = 1. Dimostrare che (G, o) ¢ un gruppo.

6. Sian € Nesia S := {[a] € Z,: MCD(n,a) # 1}. Dimostrare che se n & una potenza di
un numero primo, allora (S, 4) ¢ un gruppo. Stabilire se (S, +) & sempre un gruppo.

7. Sia G := Q\{—%} Definiamo in G V'operazione x *y = x +y+ 2xy. Dimostrare che (G, %)

. : : 5" —1 ..
& un gruppo, e dimostrare per induzione che 2*" = 5 per ogni intero n.

'Dall’esercizio segue che un anello diverso da 0, finito, con unita e privo di divisori dello zero ¢ un campo.



8. SiakeQ, k#0esiaGr:=Q\ {—%} Definiamo in Gy, U'operazione z xy = x +y + kxy.
Determinare per quali k la coppia (Gg,*) ¢ un gruppo, e dimostrare che in quei casi vale
(ka+1)"—1
k
9. Sian € Nesia S :=Z, \ {[l]}. Definiamo l'operazione [z] * [y] = [zy — x —y + 2]. Per
quali n la coppia (S, *) & un monoide commutativo? Per quali n & un gruppo?

= per ogni intero n e ogni a € Gy,.2

10. (Un esempio di prodotto intrecciato) Siano G, H due gruppi. Definiamo su
H H :={f: G — H applicazione di insiemi}
G
un’operazione e definita ponendo (f e g)(x) := f(x)g(x).

(a) Dimostrare che tale operazione definisce una struttura di gruppo. Quando é abeliano?
(b) Consideriamo ora l'operazione su (][, H) x G definita nel modo seguente

(f,z)* (g,y) = (hyzy)  h(t) = f(t)g(tx).
Dimostrare che definisce una struttura di gruppo. Quando & abeliano?

(c) Sia e l'elemento neutro di G e sia ¢ Papplicazione da G in H costante, uguale
all’elemento neutro di H. Dimostrare che

(fre)x(g.e) =(fege)  (e,2)*(g,9) = (6,29).
11. Sia (G, +) un gruppo abeliano. Si considerino su Z x G le operazioni definite nel modo
seguente:
(m,g) +(m',g') = (m+m’,g+d)
(m,g) - (m',g') = (mm’,m'g + mg').
Stabilire se (Z x G,+,-) & un anello commutativo con unita. Quando ¢ un campo?

12. (*) Sia A un dominio e sia ~ la relazione di equivalenza in A x (A\ {0}) definita nel modo
seguente.
(a,b) ~ (d', V) & ab = d'b.

(a) Indichiamo la classe di equivalenza [(a,b)] con ¢. Dimostrare che le operazioni

a ¢ ad+cb a ¢ _ac
b d T b b d  bd
sono ben definite, e che ((A x (A\ {0}))/~,+,+) € un campo, indicato con Frac(A).
(b) Dimostrare che I'applicazione i: A — Frac(A4),  +— 7 ¢ ben definita, ed & un

omomorfismo iniettivo di anelli.

(¢) Sia K un campo. Dimostrare che ogni omomorfismo iniettivo di anelli con unita?
f: A — K induce un unico omomorfismo di anelli con unita f: Frac(4) — K tale
che foi=f.

(d) Se K & un campo, allora Frac(K) & isomorfo a K? Frac(Z) ¢ isomorfo a Q?

13. Sia A un anello commutativo con unita 14.

(a) Dimostrare che esiste un unico omomorfismo di anelli con unita da Z a A.
(b) Stabilire la cardinalita dell’insieme degli omomorfismi di gruppi da (Z,+) a (A, +).

2 _ _ : *n s (ha+1)"—1
Osservare che, ponendo k =0 e Go = Q, si ha ¢™ = limp 0 ~——5—.

3Intendiamo con omomorfismo di anelli con unita un omomorfismo di anelli f tale che f(1) = 1.



