
Tutorato di Algebra I - 15 Marzo 2010

Monoidi, gruppi, anelli

1. Sia M un monoide �nito con elemento neutro e. Dimostrare o confutare le seguenti
a�ermazioni1.

(a) Se un elemento x ∈ M è cancellabile a destra [sinistra], allora xn è cancellabile a
destra [sinistra] per ogni n ∈ N.

(b) Se un elemento x ∈M è cancellabile a destra [sinistra], allora esiste un n ∈ N tale che
xn = e, quindi xn−1 è inverso di x.

(c) M gode delle leggi di cancellazione a destra [sinistra] se e solo se è un gruppo.

(d) Se M è un gruppo e S ⊆M è un sottosemigruppo non vuoto, allora S è un gruppo.

2. Sia M un monoide. Dimostrare o confutare la seguente a�ermazione: M gode delle leggi
di cancellazione a destra se e solo se è un gruppo.

3. Sia k ∈ Q \ {0}. Si consideri l'operazione in N0 ×Q de�nita

(n1, q1) ∗ (n2, q2) = (n1 + n2, k
n2q1 + q2)

(a) Per quali k la coppia (N0×Q, ∗) è un monoide? Per quali k è un monoide commutativo?

(b) Per quali k il sottoinsieme {(0, xkn) : x ∈ Z, n ∈ N0} è un sottosemigruppo di
(N0 ×Q, ∗)?

4. Sia S un insieme e sia Sym(S) il gruppo delle applicazioni biiettive da S in S, con
l'operazione di composizione.

(a) Dimostrare che Sym(S) è il massimo sottomonoide di SS che contenga idS e che sia
un gruppo rispetto alla composizione.

(b) Se S �nito, allora per ogni f ∈ Sym(S) esiste un numero n ∈ N tale che fn = idS? E
se S in�nito?

(c) Se per f ∈ Sym(S) esiste un numero n ∈ N tale che fn = idS , allora l'insieme
{x ∈ S : f(x) 6= x} è �nito?

(d) Se per f ∈ Sym(S) esiste un numero n ∈ N tale che fn = idS , allora l'insieme
{fk(x) : k ∈ N0} è �nito per ogni x ∈ S? Vale il viceversa?

(e) (*) Sia f ∈ Sym(S) e sia M ∈ N. Supponiamo che per ogni x ∈ S, l'insieme
{fk(x) : k ∈ N0} abbia cardinalità minore di M . Allora esiste un numero n ∈ N
tale che fn = idS?

5. Sia S = {1, 2, 3}. Sia G il sottoinsieme {f, g} di SS ove f(1) = f(2) = 1, f(3) = 3,
g(1) = g(2) = 3, g(3) = 1. Dimostrare che (G, ◦) è un gruppo.

6. Sia n ∈ N e sia S := {[a] ∈ Zn : MCD(n, a) 6= 1}. Dimostrare che se n è una potenza di
un numero primo, allora (S,+) è un gruppo. Stabilire se (S,+) è sempre un gruppo.

7. Sia G := Q\{−1
2}. De�niamo in G l'operazione x∗y = x+y+ 2xy. Dimostrare che (G, ∗)

è un gruppo, e dimostrare per induzione che 2∗n =
5n − 1

2
per ogni intero n.

1Dall'esercizio segue che un anello diverso da 0, �nito, con unità e privo di divisori dello zero è un campo.
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8. Sia k ∈ Q, k 6= 0 e sia Gk := Q \ {− 1
k}. De�niamo in Gk l'operazione x ∗ y = x + y + kxy.

Determinare per quali k la coppia (Gk, ∗) è un gruppo, e dimostrare che in quei casi vale

a∗n =
(ka + 1)n − 1

k
per ogni intero n e ogni a ∈ Gk.

2

9. Sia n ∈ N e sia S := Zn \ {[1]}. De�niamo l'operazione [x] ∗ [y] = [xy − x − y + 2]. Per
quali n la coppia (S, ∗) è un monoide commutativo? Per quali n è un gruppo?

10. (Un esempio di prodotto intrecciato) Siano G,H due gruppi. De�niamo su∏
G

H := {f : G→ H applicazione di insiemi}

un'operazione • de�nita ponendo (f • g)(x) := f(x)g(x).

(a) Dimostrare che tale operazione de�nisce una struttura di gruppo. Quando è abeliano?

(b) Consideriamo ora l'operazione su (
∏

GH)×G de�nita nel modo seguente

(f, x) ∗ (g, y) = (h, xy) h(t) := f(t)g(tx).

Dimostrare che de�nisce una struttura di gruppo. Quando è abeliano?

(c) Sia e l'elemento neutro di G e sia ε l'applicazione da G in H costante, uguale
all'elemento neutro di H. Dimostrare che

(f, e) ∗ (g, e) = (f • g, e) (ε, x) ∗ (ε, y) = (ε, xy).

11. Sia (G,+) un gruppo abeliano. Si considerino su Z × G le operazioni de�nite nel modo
seguente:

(m, g) + (m′, g′) = (m + m′, g + g′)

(m, g) · (m′, g′) = (mm′,m′g + mg′).

Stabilire se (Z×G,+, ·) è un anello commutativo con unità. Quando è un campo?

12. (*) Sia A un dominio e sia ∼ la relazione di equivalenza in A× (A \ {0}) de�nita nel modo
seguente.

(a, b) ∼ (a′, b′)⇔ ab′ = a′b.

(a) Indichiamo la classe di equivalenza [(a, b)] con a
b . Dimostrare che le operazioni

a

b
+

c

d
=

ad + cb

bd

a

b
· c
d

=
ac

bd

sono ben de�nite, e che ((A× (A \ {0}))/∼,+, ·) è un campo, indicato con Frac(A).

(b) Dimostrare che l'applicazione i : A → Frac(A), x 7→ x
1 è ben de�nita, ed è un

omomor�smo iniettivo di anelli.

(c) Sia K un campo. Dimostrare che ogni omomor�smo iniettivo di anelli con unità3

f : A → K induce un unico omomor�smo di anelli con unità f̄ : Frac(A) → K tale
che f̄ ◦ i = f .

(d) Se K è un campo, allora Frac(K) è isomorfo a K? Frac(Z) è isomorfo a Q?

13. Sia A un anello commutativo con unità 1A.

(a) Dimostrare che esiste un unico omomor�smo di anelli con unità da Z a A.

(b) Stabilire la cardinalità dell'insieme degli omomor�smi di gruppi da (Z,+) a (A,+).

2Osservare che, ponendo k = 0 e G0 = Q, si ha a∗n = limh→0
(ha+1)n−1

h
.

3Intendiamo con omomor�smo di anelli con unità un omomor�smo di anelli f tale che f(1) = 1.
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