TUTORATO DI ALGEBRA I - 22 MARzO 2010
CONGRUENZE E QUOZIENTI, POLINOMI E MATRICI

. Si determinino le soluzioni intere dei sistemi seguenti.

T =50 T =91 T =90 T =90
z =30 T =3 2 T =3 2 z=31
z=50 T =54 r=51 z=50

. Sian € Nesian=p---p’ la sua fattorizzazione in primi. Allora I'equazione intera
x =, b é equivalente al sistema costituito dalle equazioni x =,ci bal variaredii=1,...,k7
1

. Sia p un primo positivo e sia e > 1. L’equazione intera x =pe b implica le equazioni x =,; b
per ogni 0 < f < e?

. Si determinino le soluzioni intere dei sistemi seguenti.

T =90 T =90 T =32 r =31
T =51 T =g 2 T=41 T =42
1‘562 1'584 1’565 1‘5244

. Fissato r € Z, si consideri la relazione f tra Zsg e Zgg definita ponendo [a]se f[ra]os.

(a) Si stabilisca per quali r la relazione f ¢ un’applicazione.

(b) Si stabilisca per quali 7 la relazione f & un’applicazione suriettiva.
. Fissato r € Z, si consideri la relazione f tra Zsg e Zsg definita ponendo [a]sg f[ra)se.

(a) Si stabilisca per quali r la relazione f é un’applicazione.

(b) Si stabilisca per quali 7 la relazione f & un’applicazione iniettiva.

. Sia ¢ la funzione di Eulero definita su N. Si consideri in N la seguente relazione p.
mpn < (m = n oppure MCD(p(m),p(n)) # 1)

Stabilire se p & un’equivalenza, ed in tal caso determinare la cardinalita di N/p.

. Sia A un anello commutativo con unité, e sia n € N.

(a) Per quali A 'anello A[x] ¢ un campo?

(b) Per quali A,n ’anello Mat,, (A) delle matrici n x n ad entrate in A & un campo?

. Sia A un anello commutativo con unita, e sia n € N. Sia inoltre M € Mat,,(A) una matrice
n x n ad entrate in A. Dimostrare o confutare le seguenti affermazioni.

(a) La matrice M & invertibile se e solo se il suo determinante & invertibile in A.

(b)

(c)
)

(d) Se A & un campo e M non & invertibile, allora divide lo zero.

Se la matrice M divide lo zero, allora il suo determinante divide lo zero in A.

Se M non ¢ invertibile, allora divide lo zero.



10. Sia A un anello commutativo con unita e siano =,y € A.

(a) Provare che se esistono h, k € N tali che 2" =0, y* = 0, allora (z + y)"*F~1 = 0.

(b) Dimostrare che il sottoinsieme degli elementi nilpotenti
N(A):={z € A: 2¥ = 0 per qualche k € N}

¢ un ideale.

(¢) Determinare gli elementi nilpotenti dell’anello quoziente A/N(A).

(d) Stabilire quando "omomorfismo di proiezione A — A/N(A) & iniettivo, e quando é
un isomorfismo.

11. Sia A un anello commutativo e sia f = a,z" + ... + a1z + ap in Alzx].

(a) Provare che se f @ nilpotente, allora a, e a,x™ sono nilpotenti.
(b) Concludere che f ¢ nilpotente se e solo se a; ¢ nilpotente per ogni i = 0,...,n
(induzione sul grado).

12. Si considerino in Maty(Z) gli elementi

a:@ 3)7/3:(3 8)’”:@ é>’5:<(1) 8)'

(a) Quali elementi sono nilpotenti?
(b) L’insieme degli elementi nilpotenti di Matg(Z) ¢ un ideale destro [sinistro|?
(c) Sia A un anello e n € N. Se un elemento M € Mat,(A) ¢ nilpotente, allora ha

determinante nilpotente? Vale il viceversa?

13. Sia A un anello, n € N e sia D il sottoinsieme di Mat,,(A) costituito dalle matrici diagonali.
Sia inoltre A™ I’anello prodotto Ax Ax...x A (n volte). Dimostrare che D ¢ un sottoanello
di Mat,,(A) isomorfo a A™. E un ideale destro [sinistro| di Mat,,(A)?

14. Si consideri il gruppo GL(2, Z,) delle matrici invertibili 2 x 2 ad entrate in Z,, con p primo.

Sia I la matrice (§9), e sia inoltre H il sottoinsieme

e {(; 2)ere)

(a) Si provi che H & un sottogruppo abeliano di GL(2,Z,).
(b) Si provi che per ogni elemento v = (¢9) € H e per ogni n € N, si ha

n_ a™ 0
7= n(a”'b) a")"

(¢) Si considerino ora gli insiemi A :={a € H: o’ =1}, B:={3€ H: gp~t =1}. Si
mostri che sono sottogruppi di H e che AN B = {I}.

(d) Si provi che per ogni v € H esistono due elementi o € A, 5 € B tali che v = af.
e) Si provi che v?(P~1Y) = T per ogni v € H.
Y gL 7y



