
Tutorato di Algebra I - 22 Marzo 2010

Congruenze e Quozienti, Polinomi e Matrici

1. Si determinino le soluzioni intere dei sistemi seguenti.
x ≡2 0

x ≡3 0

x ≡5 0


x ≡2 1

x ≡3 2

x ≡5 4


x ≡2 0

x ≡3 2

x ≡5 1


x ≡2 0

x ≡3 1

x ≡5 0

2. Sia n ∈ N e sia n = pe11 · · · p
ek
k la sua fattorizzazione in primi. Allora l'equazione intera

x ≡n b è equivalente al sistema costituito dalle equazioni x ≡p
ei
i
b al variare di i = 1, . . . , k?

3. Sia p un primo positivo e sia e > 1. L'equazione intera x ≡pe b implica le equazioni x ≡pf b
per ogni 0 < f ≤ e?

4. Si determinino le soluzioni intere dei sistemi seguenti.
x ≡2 0

x ≡5 1

x ≡6 2


x ≡2 0

x ≡6 2

x ≡8 4


x ≡3 2

x ≡4 1

x ≡6 5


x ≡3 1

x ≡4 2

x ≡24 4

5. Fissato r ∈ Z, si consideri la relazione f tra Z56 e Z28 de�nita ponendo [a]56f [ra]28.

(a) Si stabilisca per quali r la relazione f è un'applicazione.

(b) Si stabilisca per quali r la relazione f è un'applicazione suriettiva.

6. Fissato r ∈ Z, si consideri la relazione f tra Z28 e Z56 de�nita ponendo [a]28f [ra]56.

(a) Si stabilisca per quali r la relazione f è un'applicazione.

(b) Si stabilisca per quali r la relazione f è un'applicazione iniettiva.

7. Sia ϕ la funzione di Eulero de�nita su N. Si consideri in N la seguente relazione ρ.

mρn⇔ (m = n oppure MCD(ϕ(m), ϕ(n)) 6= 1)

Stabilire se ρ è un'equivalenza, ed in tal caso determinare la cardinalità di N/ρ.

8. Sia A un anello commutativo con unità, e sia n ∈ N.

(a) Per quali A l'anello A[x] è un campo?

(b) Per quali A,n l'anello Matn(A) delle matrici n× n ad entrate in A è un campo?

9. Sia A un anello commutativo con unità, e sia n ∈ N. Sia inoltreM ∈ Matn(A) una matrice
n× n ad entrate in A. Dimostrare o confutare le seguenti a�ermazioni.

(a) La matrice M è invertibile se e solo se il suo determinante è invertibile in A.

(b) Se la matrice M divide lo zero, allora il suo determinante divide lo zero in A.

(c) Se M non è invertibile, allora divide lo zero.

(d) Se A è un campo e M non è invertibile, allora divide lo zero.
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10. Sia A un anello commutativo con unità e siano x, y ∈ A.

(a) Provare che se esistono h, k ∈ N tali che xh = 0, yk = 0, allora (x+ y)h+k−1 = 0.

(b) Dimostrare che il sottoinsieme degli elementi nilpotenti

N(A) := {x ∈ A : xk = 0 per qualche k ∈ N}

è un ideale.

(c) Determinare gli elementi nilpotenti dell'anello quoziente A/N(A).

(d) Stabilire quando l'omomor�smo di proiezione A → A/N(A) è iniettivo, e quando è
un isomor�smo.

11. Sia A un anello commutativo e sia f = anx
n + . . .+ a1x+ a0 in A[x].

(a) Provare che se f è nilpotente, allora an e anxn sono nilpotenti.

(b) Concludere che f è nilpotente se e solo se ai è nilpotente per ogni i = 0, . . . , n
(induzione sul grado).

12. Si considerino in Mat2(Z) gli elementi

α =

(
0 1
1 0

)
, β =

(
1 0
0 0

)
, γ =

(
0 1
0 0

)
, δ =

(
0 0
1 0

)
.

(a) Quali elementi sono nilpotenti?

(b) L'insieme degli elementi nilpotenti di Mat2(Z) è un ideale destro [sinistro]?

(c) Sia A un anello e n ∈ N. Se un elemento M ∈ Matn(A) è nilpotente, allora ha
determinante nilpotente? Vale il viceversa?

13. Sia A un anello, n ∈ N e sia D il sottoinsieme di Matn(A) costituito dalle matrici diagonali.
Sia inoltre An l'anello prodotto A×A×. . .×A (n volte). Dimostrare che D è un sottoanello
di Matn(A) isomorfo a An. È un ideale destro [sinistro] di Matn(A)?

14. Si consideri il gruppo GL(2,Zp) delle matrici invertibili 2×2 ad entrate in Zp, con p primo.
Sia I la matrice ( 1 0

0 1 ), e sia inoltre H il sottoinsieme

H :=

{(
a 0
b a

)
: a 6= 0

}
.

(a) Si provi che H è un sottogruppo abeliano di GL(2,Zp).

(b) Si provi che per ogni elemento γ =
(
a 0
b a

)
∈ H e per ogni n ∈ N, si ha

γn =

(
an 0

n(an−1b) an

)
.

(c) Si considerino ora gli insiemi A := {α ∈ H : αp = I}, B := {β ∈ H : βp−1 = I}. Si
mostri che sono sottogruppi di H e che A ∩B = {I}.

(d) Si provi che per ogni γ ∈ H esistono due elementi α ∈ A, β ∈ B tali che γ = αβ.

(e) Si provi che γp(p−1) = I per ogni γ ∈ H.
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