
Tutorato di Algebra I - 29 Marzo 2010

Fattorizzabilità, UFD, PID e Domini Euclidei

1. Si consideri in Z[x] il sottoinsieme

I := {f : f(0) è pari}.

(a) Stabilire se I è un ideale. Se sì, è principale?

(b) Stabilire per quali interi n il sottoinsieme {f : f(0) ≡n 0} è un ideale principale.

2. Dimostrare o confutare le seguenti a�ermazioni.

(a) Se A è un anello euclideo, allora l'anello A[x] è un anello euclideo.

(b) Se A è un anello euclideo, allora l'anello A[x] non è un anello euclideo.

3. Sia (A,+, ·) un dominio, siano p ∈ A irriducibile e u ∈ A invertibile. Dimostrare che per
ogni a ∈ A esistono MCD(p, a), MCD(u, a).

4. Sia A un dominio. Sia inoltre ρ la relazione de�nita su A \ {0} per cui xρy se e solo se
esiste MCD(x, y).

(a) Determinare se ρ è sempre una relazione di equivalenza.

(b) Se A è tale che ρ è un' equivalenza, determinare (A \ {0})/ρ.

5. Siano A = Z[x], B = Q[x] e siano f = x, g = x− 2.

(a) Esibire un MCD(f, g) in A e un MCD(f, g) in B.

(b) Sia d un MCD(f, g) in A e sia d′ un MCD(f, g) in B. Esistono due elementi h, k di
A tali che d = hf + kg? Esistono due elementi h′, k′ di B tali che d′ = h′f + k′g?

(c) L'ideale (f, g) in A è uguale a A? L'ideale (f, g) in B è uguale a B?

(d) L'ideale (f) in A è massimale? L'ideale (f) in B è massimale?

6. Sia (A,+, ·) un dominio tale che ogni elemento non nullo e non unitario è prodotto �nito
di elementi irriducibili. Dimostrare che se vale una qualsiasi tra le proprietà seguenti,
allora A è UFD (i.e. la fattorizzazione è essenzialmente unica).

(I) Se a, b, x ∈ A sono tali che a, b non ammettono divisori comuni non unitari e se
inoltre a | x e b | x, allora si ha anche ab | x.

(II) Indicato con I l'insieme degli ideali di A diversi da A e indicato con J l'insieme
degli ideali principali di A diversi da A, si ha che ogni elemento massimale I in J
è un elemento massimale in I.

(III) Per ogni a ∈ A e per ogni p ∈ A irriducibile, esistono due elementi x, y ∈ A tali che
MCD(a, p) = xa+ yp.

(IV) Per ogni a ∈ A e per ogni p ∈ A irriducibile, l'ideale (a, p) è uguale a A se e solo se
p - a.

Quali proprietà sono anche condizioni necessarie perché A sia UFD?

7. (*) Sia k un campo. Esistono in�niti polinomi in k[x] che siano monici e primi?
[Suggerimento: ispirarsi alla dimostrazione di Euclide sull'in�nità dei numeri primi.]
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8. Sia A un dominio euclideo con una norma1 δ : A \ {0} → N.

(a) Per quali A e per quali k ∈ N, l'applicazione x 7→ k + δ(x) è una norma?

(b) Per quali A e per quali k ∈ N, l'applicazione x 7→ kδ(x) è una norma?

(c) Per quali A e per quali k ∈ N, l'applicazione x 7→ δ(x)k+1 è una norma?

9. Si consideri il polinomio f = x4 + 5 negli anelli Zp[x] con p primo. Trovare i valori di p
per cui f è divisibile per x − 3 oppure per x2 − 3, e determinare una fattorizzazione di f
in quei casi. Stabilire se è irriducibile in Z[x].

10. Fattorizzare il polinomio f = x4−x2−3x+4 negli anelli Zp[x] con p = 2 e p = 3. Stabilire
se è irriducibile in Z[x].

11. Derminare per quali k ∈ Z e per quali primi p la funzione a 7→ a2 + ka è suriettiva in Zp.

12. Siano f, g i polinomi in Zp[x]

f = x6 + 9x4 + 10x3 − 3x2 − 1 g = x6 − 2x4 + 2x+ 2.

(a) Fattorizzare il polinomio f · g in Z2[x] e in Z3[x].
(b) Fattorizzare il polinomio f − g in Z2[x] e in Z3[x].
(c) Determinare il MCD(f, g) in Z2[x]e in Z3[x].
(d) Determinare il MCD(f, g) in Z[x].

13. Sia p primo. Siano f, g ∈ Zp[x]. Indichiamo con g′ il polinomio derivato di g.

(a) Se f2 | g allora f | g′?

(b) Stabilire al variare di p il MCD(x3 − 1, 3x2).
(c) Stabilire per quali p il polinomio x3−1 ha una radice di molteplicità m ≥ 2. Stabilire

la molteplicità di tale radice.

14. Sia n ∈ N, privo di quadrati (i.e non esiste alcun primo p tale che p2 | n).

(a) Per quali n l'elemento n è irriducibile in Z[
√
−n]? Per quali n è primo?

(b) Per quali n l'elemento n+ 1 è irriducibile in Z[
√
−n]? Per quali n è primo?

(c) Per quali n l'elemento 2 è irriducibile in Z[
√
−n]? Per quali n è primo?

15. Sia A = Z[
√
−3]. Determinare, se esistono, MCD(3 +

√
−3, 4), MCD(2 + 2

√
−3, 12),

MCD(6 + 2
√
−3, 3) calcolati in A.

16. Sia A = Z[
√
−7]. Determinare, se esistono, MCD(3 +

√
−7, 4), MCD(12 + 4

√
−7, 16),

MCD(6 + 2
√
−7, 8) calcolati in A.

17. Siano k,m, n interi positivi. Stabilire quando esiste il MCD(m,n) in Z[
√
−k], e stabilire

se in quei casi coincide con il MCD(m,n) calcolato in Z.

18. Sia p ∈ N, primo. Dimostrare che sono equivalenti le seguenti condizioni.

(i) Il polinomio x2 + 1 è riducibile in Zp[x].
(ii) p è riducibile in Z[

√
−1].

(iii) Esistono a, b ∈ Z tali che p = a2 + b2.

1
Intendiamo N = {0, 1, 2, . . .}.
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