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1. Si consideri una relazione di equivalenza ∼ su un insieme X.

(a) Se X è in�nito numerabile, allora anche X/∼ è in�nito numerabile?

(b) Se X/∼ è in�nito non numerabile, allora anche X è in�nito non numerabile?

2. Per un intero non negativo n, sia Xn l'insieme {0, 1, . . . , n}. Per quali n esiste una biezione

tra NXn e (Xn)N?

3. Sia p un primo �ssato e sia x̄ ∈ Zp diverso da 0. Per un elemento ȳ di Zp, de�niamo con

exp(x̄, ȳ) l'insieme {x̄k ∈ Zp : k ∈ ȳ}, dove si considerano gli elementi di Zp come classi di

resto degli interi modulo p. Dimostrare che per ogni ȳ, z̄ ∈ Zp, si ha exp(x̄, ȳ) = exp(x̄, z̄).

4. Sia A il sottoinsieme di Mat2(Z10) seguente.

A :=

{(
a 0
b c

)
: a, b, c ∈ Z10

}
(a) Stabilire la cardinalità dell'insieme degli elementi invertibili di (A; +, ·), dove + e ·

sono le usuali operazioni di somma e moltiplicazione riga per colonna di matrici.

(b) Stabilire la cardinalità dell'insieme degli elementi invertibili di (A; +, •), dove + è

l'usuale somma di matrici, ed il prodotto • è de�nito puntualmente(
a 0
b c

)
•
(
a′ 0
b′ c′

)
=

(
aa′ 0
bb′ cc′

)
.

5. Nell'anello Z si considerino le relazioni

aρb⇔ (a) ∪ (b) è un ideale di Z

aσb⇔ (a) ∩ (b) è un ideale di Z

aτb⇔ a2 + a+ 1 = b2 + b+ 1

Stabilire quali tra esse de�niscono una relazione di equivalenza in Z, ed in quei casi

determinare la cardinalità dell'insieme quoziente.

6. Per quali interi positivi k esiste il massimo comun divisore tra 4 e 1 +
√
−k nell'anello

Z[
√
−k]?
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