1

ot

J

TUTORATO DI ALGEBRA I - 31 MaAGGIo 2010

. Sia X un insieme e sia k € N fissato. Sia XX il monoide delle applicazioni da X in X
secondo l'operazione di composizione. Sia Sym(X) il sottoinsieme di XX costituito dalle
applicazioni biunivoche. Sia ¢y 'applicazione seguente.

dp: XX — XX
fe fr
(a) ¢ ' (idx) C Sym(X)?

(b) ¢y '(idx) = Sym(X)?
(c) Unen @p, ' (idx) = Sym(X)?

. Sia K un campo. Stabilire se la relazione p in K \ {0} definita:
apb < x3 — 2% — abx 4+ ab & decomponibile in fattori di primo grado in K|[z]

é una relazione di equivalenza per ogni K. Stabilire per quale dei campi seguenti definisce
la relazione totale: Q, Zs, C.

. Sia K un campo. Stabilire se la relazione p in K \ {0} definita:
apb < ax® 4+ ax? +br +b & decomponibile in fattori di primo grado in K[z]

¢ una relazione di equivalenza per ogni K. Stabilire per quale dei campi seguenti definisce
la relazione totale: Q, Zs, C.

. Sia (G, +) un gruppo abeliano, e sia n € N. Si consideri 'operazione in G:
axb:=a"-b"
Per quali n la coppia (G, %) & un gruppo per ogni scelta di (G,-)?
. Sia (A, +, ) un anello. Dimostrare che se (4, ) ¢ un gruppo, allora A = {0}.

. Sia A un dominio. Indichiamo con (a) I'ideale generato da a € A. Dimostrare che se vale
la condizione

(@) N (b) = (ab) Va,be A
allora A é un campo.

. Sia A = Z[V/-3], esiano a = 4, b = 8, ¢ = 2+ 2y/-3, d = 2 — 2¢/—3. Determinare, se
esistono, i MCD in A per ciascuna coppia di elementi scelti in {a, b, ¢, d}.

. Sia S un sottoinsieme non vuoto di N. Definiamo su S I'operazione
x xy = max(z,y).

(a) Dimostrare che (S, %) & un semigruppo commutativo.
(b) Stabilire se (S, *) & un monoide commutativo.

(c) Per quali S si ha (5, *) gruppo?
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. Sia A un anello commutativo con unita. Dimostrare o confutare le seguenti affermazioni.

(a) Se f € Alz], allora il numero di radici di f (ovvero di elementi a € A tali che f(a) = 0)
non supera il grado di f.

(b) Se A ¢ un campo e f € A[z], allora il numero di radici di f non supera il grado di f.
Dato un numero naturale n, sia A, il sottoinsieme di Z,,[z] costituito dai polinomi monici
di grado 2 che hanno una sola radice in Z,. Si dimostri che le seguenti sono equivalenti.

(i) A, ha n elementi.

(ii) A, non é vuoto.

(iii) Z, non ha elementi nilpotenti.

(iv) n & privo di quadrati (ossia se d? | n, allora d = 1).

(L’argomento di Eckmann-Hilton) Sia (G, *) un gruppo, e sia 1, la sua unita. Si consideri

G x G come un gruppo con 'operazione definita componente per componente. Supponiamo
esista un omomorfismo di gruppi

GxG—G
(a,b) —aob

e supponiamo esista un elemento 1, tale che 1,0a =a o1, = a per ogni a € G.

(a) Si osservi che per ogni quaterna a, b, ¢, d di elementi in G vale
(axb)o(cxd)=(aoc)*(bod).

(b) Si dimostri che 1, = 1..
(c¢) Si dimostri che aob = a*b per ogni a,b € G.

(d) Si dimostri che (G, *) & commutativo.

Dati due anelli commutativi con unita A, B, indichiamo con Hom(A, B) I'insieme degli
omomorfismi di anelli ¢ tali che p(14) = 15.

(a) Dimostrare che la cardinalita di Hom(Q, A) ¢ al pia 1.
(b) Dimostrare che la cardinalita di Hom(Z/pZ, A) ¢ al piu 1 per ogni primo p.
(c) Stabilire se la cardinalita di Hom(Z[z], A) ¢ al pia 1.

Sia A un UFD e sia p un suo ideale primo non nullo.

(a) Dimostrare che se p & propriamente contenuto in un ideale principale (a), allora a é
invertibile.

(b) Stabilire qual ¢ il massimo intero r per cui esiste una catena di ideali primi

PoGp1 & &Pr
se A =7 oppure A = Cl[z].

Siano A, B due insiemi e f: A — B, g: B — A due applicazioni. Introduciamo in A (resp.
in B) la relazione di equivalenza ~4 (resp. ~p) generata dalle relazioni {a ~4 (gf)(a) :
a € A} (resp. dalle relazioni {b ~p (fg)(b) : b € B}).



(a) Dimostrare che le mappe f: A/~a— B/~p, f([a]) := [f(a)] e §: B/~p— A/~u4,
g([b]) := [g(b)] sono ben definite e inverse, e che le relazioni di equivalenza introdotte
sono le minime riguardo a questa proprieta.

(b) Dimostrare che se A e B sono finiti, allora a ~4 a’ (resp. b ~p V') se e solo se

(9f)(a) = (gf)(a’) (resp. (fg)(b) = (fg)(t')).



